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	1. Module de Prévision  : Méthodes de lissage exponentiel – Master 1 option e-Logistique – Gilles Goncalves - 29/09/2008 1
Méthodes de lissage exponentiel
1. Introduction
• Techniques de prévision : pour modéliser des phénomènes à
tendance non linéaire tout comme la méthode de la moyenne
mobile.
• Technique de filtrage d’une courbe : pour atténuer les
fluctuations dans un processus de traitement du signal.
• Critique de la méthode moyenne mobile: lorsque l’on fait la
moyenne, chaque observation dans la moyenne a le même poids.
 Il serait peut-être plus naturel d’accorder un poids plus grand
aux observations plus récentes.
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• Alternative à la méthode de Box-Jenkins lorsque les séries
chronologiques sont :
oTrop courte (50),
oTrop volatiles (changements fréquents de structure)
oTrop nombreuses à analyser
Avantages
• Équations de lissages sont simples et faciles à communiquer
• Peuvent être parfois aussi efficaces que les modèles de Box-
Jenkins
• Méthodes robustes (séries courtes et changeantes)
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Applications
 Ce sont les mêmes que celles vues dans les séries
chronologiques. On cherche à expliquer le comportement d’une
variable en fonction du temps :
• Gestion stock : OA, OF
• Commercial : prévisions de ventes par familles de produits
(PIC)
• Finance : prévisions de trésorerie
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2. Types de séries à analyser
COURS D'UNE ACTION
PAS DE TENDANCE, PAS DE SAISONNALITE
Sequence number
16
15
14
13
12
11
10
9
8
7
6
5
4
3
2
1
COURS
1500
1400
1300
1200
1100
CHIFFRE D'AFFAIRES D'UNE SOCIETE
PRESENCE D'UNE TENDANCE, PAS DE SAISONNALITE
Sequence number
25
23
21
19
17
15
13
11
9
7
5
3
1
CA
12000
11000
10000
9000
8000
VENTES MENSUELLES DE CHAMPAGNE
PRESENCE D'UNE TENDANCE ET D'UNE SAISONNALITE
Date
JAN 1970
JAN 1969
JAN 1968
JAN 1967
JAN 1966
JAN 1965
JAN 1964
JAN 1963
JAN 1962
CHAMPAGNE
16000
14000
12000
10000
8000
6000
4000
2000
0
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3. Les différentes méthodes de prévision par lissage
exponentiel
En fonction de la forme de la série à analyser on choisira le modèle
le plus adapté, c'est-à-dire celui qui donnera les meilleures
prévisions.
TENDANCE SAISONNALITÉ MÉTHODE
NON NON LISSAGE SIMPLE DE
BROWN
OUI NON LISSAGE DE HOLT
OUI OUI LISSAGE DE HOLT-WINTERS
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4. Principe du lissage exponentiel
Chaque observation Yt de la série originale est remplacée par une
valeur lissée Lt comme indiquée ci-dessous :
Lt = αYt +(1– α) Lt-1 pour t 1
et L1 = Y1 pour démarrer la récurrence (par exemple)
α est appelé coefficient de lissage (valeur comprise entre 0 et 1).
En remplaçant Lt-1 par son expression on aurait :
Lt = αYt +(1– α) (αYt-1 +(1– α) Lt-2)
Lt = αYt +α (1– α) Yt-1 +(1– α)2
Lt-2 ou encore :
Lt = αYt +α (1– α) Yt-1 + α(1– α)2
Yt-2 + α(1– α)3
Yt-3 +...
 les coefficients décroissent avec l’ancienneté de Y
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5. Modèles de prévision basée sur le lissage exponentiel
Dans le cadre d’une prévision on pourrait prendre comme valeur
prédictive au temps t+1 la valeur lissée à l’instant t (valeur connue)
et ainsi de suite (modèle de lissage exponentiel simple de Brown) :
Ŷt+1= Lt
On pourrait tout aussi bien considérer que le phénomène se
comportera au cours de l’intervalle de temps [t, t+1] de façon
analogue qu’au cours de l’intervalle de temps [t-1, t], c’est à dire
avec le même taux de variation (croissant ou décroissant) ∆Ŷ qui
traduit une sorte de tendance basée sur la période qui vient de
s’écouler :
∆Ŷt= (Ŷt - Ŷt-1) = (Lt-1 - Lt-2)
Ŷt+1= Lt + ∆Ŷt
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6. Lissage exponentiel simple (R.G. Brown)
Principe : Fournit la prévision pour la période t+1 sur la base de la
prévision précédente auquel on ajoute un pourcentage sur l’erreur
commise à la période précédente (i.e. facteur de lissage) :
Ŷt+1= Ŷt+α(Yt – Ŷt) avec 0≤ α ≤1
Ŷt+1= αYt +(1– α) Ŷt
Ŷt+1= αYt +α(1– α) Yt-1+(1– α)2
Ŷt-1
….
Ŷt+1= αYt +α(1– α) Yt-1+α(1– α)2
Yt-2+…+ α(1– α)n
Yt-n+…
(avec Yt : réel période t et Ŷt : prévisionnel période t)
 Processus itératif qui s’adapte à la forme de la courbe de
tendance non forcément linéaire.
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 C’est un lissage : c-à-d une moyenne pondérée qui lisse les
différences.
 De type exponentiel : coefficients de pondération suivent une
progression géométrique de raison (1– α) inférieure à 1 (i.e. termes
vont en diminuant) c-à-d que le poids d’une information est
d’autant plus faible que l’information est ancienne.
 En fonction du facteur de lissage choisi, on va attribuer plus de
poids aux valeurs récentes ou au contraire aux valeurs anciennes.
Le poids du passé est d’autant plus fort que α est faible.
 Si poids important pour les valeurs récentes :
(+) meilleure réaction aux brusques variations (i.e. réactivité)
(–) sensibilité aux dernières variations uniquement
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Ŷt Ŷt
Consommation Vins (hl)
période t année Yt α = 0,1 α = 0,5
t = 1 1984 178983 178983 178983
t = 2 1985 145405 178983 178983
t = 3 1986 117178 175625 162194
t = 4 1987 120771 169780 139686
t = 5 1988 145948 164880 130229
t = 6 1989 170924 162986 138088
t = 7 1990 170647 163780 154506
t = 8 1991 150192 164467 162577
t = 9 1992 151605 163039 156384
t = 10 1993 165430 161896 153995
t = 11 1994 181533 162249 159712
t = 12 1995 226906 164178 170623
Ŷt+1= αYt +(1– α) Ŷt, avec la première valeur lissée = valeur réelle
Ŷt=1= Yt=1
Ŷt=2= αYt=1 +(1– α) Ŷt=1= αYt=1 +(1– α) Yt=1= Yt=1 etc …
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Paramétrage du modèle
Qualité de la prévision dépendra donc :
• De la valeur de départ qui n’est pas pondérée
• Du coefficient de lissage α
 Choisir α tel que : minimisation de l’erreur quadratique
moyenne de prévision (voir définition en fin du document).
Plusieurs essais seront donc à réaliser sur une base test.
 Choix de la valeur initiale L0 :
• L0 = première observation Y1
• L0 = moyenne générale de la série Y
• L0 = obtenu par prévision arrière définie par :
L0= αY1 +α(1– α) Y2+α(1– α)2
Y3+…+ α(1– α)n-1
Yn
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Horizon de prévision
La prédiction à l’instant t se fait pour la période suivante t+1 (Ŷt+1=
Lt). La prédiction à l’instant t des autres périodes t+2, t+3, …, t+h
donnerait la même valeur puisque l’on ne dispose pas des valeurs
Lt+1 , Lt+2 , … = Lt+h
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Exercice
Les données ci-dessous nous informent de la production de sirop
d’érable (en millions de litres) au Québec entre 1987 et 1997.
Année Production Année Production Année Production
1987 23360 1991 36552 1995 45000
1988 38760 1992 46667 1996 52040
1989 42988 1993 31235 1997 53000
1990 37828 1994 54557
1. Effectuer un lissage exponentiel avec α = 0,2 de cette série.
2. Effectuer une prévision pour 1998 avec les deux modèles
précédents.
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7. Lissage exponentiel double (LED) : modèle linéaire
(Brown)
Le lissage précédent est bien adapté aux SC stationnaires (i.e.
sans tendance marquée et saisonnalité). Dans le cas contraire, on
peut utiliser un lissage exponentiel double pour des SC sans
saisonnalité et à tendance linéaire du type :
Yt = a0t + a1tt
qui correspond à un modèle linéaire (t) avec une moyenne a0t et
une tendance a1t qui évoluent au cours du temps. Comme son nom
l’indique la technique du LED consiste à appliquer un second
lissage sur la série déjà lissée Lt.
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Lt = αYt +(1– α) Lt-1
LLt = αLt +(1– α)LLt-1
On démontre que :
a1t = (α/(1– α))(Lt – LLt)
a0t = 2Lt – LLt
La prévision que l’on fait à l’instant t pour l’horizon h est donnée
par : Ŷt+h = a0t + a1t ×
×
×
× h
A l’instant t, on peut donc prévoir sur un horizon de plusieurs
périodes.
Exercice
Refaire l’exercice précédent avec α = 0,2 et α = 0,9. Comparer les
allures des courbes lissées.
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8. Modèle de Holt
On effectue deux lissages distincts sur le modèle linéaire
précédent (Yt = a0t + a1tt) :
• Lissage de la moyenne a0t avec un coefficient α, (0≤α≤1)
• Lissage de la tendance a1t avec un coefficient β, (0≤β≤1)
Dans le cas ou α = β on retrouve le LED de Brown. On a :
a0t = α
α
α
αYt + (1-α
α
α
α) ( a0t-1 + a1t-1)
a1t = β
β
β
β ( a0t −
−
−
− a0t-1) + (1-β
β
β
β) a1t-1
a0t est défini comme une moyenne pondérée de la dernière
observation Yt et de la prévision Ŷt de Yt faite à t-1.
a1t est vue comme une moyenne pondérée d’une estimation a0t −
−
−
−
a0t-1 de la nouvelle pente et de l’ancienne estimation de la pente.
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Horizon de prévision
La prévision à l’horizon h est donnée par :
Ŷt+h = a0t + a1t ×
×
×
× h
Cette fois-ci, on peut prévoir donc plusieurs valeurs qui seront
différentes ce qui n’était pas le cas du lissage simple.
Paramétrage du modèle
Initialisation de la récurrence (pour t=1) : a01 = Y1 et a11 = 0
Des outils comme SPSS propose d’utiliser :
a00 = Y1 - 0.5 a10 et a10 = (Xn -Y1)/(n-1)
Les constantes de lissage α et β sont choisies en minimisant EQM.
Plus les constantes sont élevées plus les termes a0t et a1t varient en
fonction de la dernière observation.
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9. Lissage exponentiel avec effet de tendance et saisonnalité
(Holt et Winters)
L’évolution au cours du temps est rarement stationnaire, on
observe souvent une croissance (positive ou négative) du
phénomène étudié. Les variations peuvent présenter un effet
tendanciel (T), saisonnier (S), cyclique (C) ou aléatoire (A).
Rappel : la décomposition d’un modèle peut être
Additif Yt = T t + S t + C t + A t ou
Multiplicatif Yt = T t * CS t * CC t * CA t ou
Mixte Yt = T t * CS t + C t + A t
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La méthode de Holt et Winters intègre un effet de tendance et un
coefficient de saisonnalité avec variation. Elle permet de faire des
prévisions sur des séries chronologiques assez irrégulières et
soumises ou non à des variations saisonnières suivant un modèle
additif ou multiplicatif. La prévision à la date t pour un horizon
(t+h) est donnée selon le modèle par :
Modèle saisonnier additif :
Ŷt+h = a0t + a1t ×
×
×
× h + St-p+h
Modèle saisonnier multiplicatif :
Ŷt+h = (a0t + a1t ×
×
×
× h) × St-p+h
remarque : 1 ≤ h ≤ p avec p = 12 si périodicité de l’observation
mensuelle ou p = 4 si périodicité trimestrielle
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Principe : Chaque nouvelle observation entraîne une mise à jour de
ces 3 termes à l’aide de trois lissages exponentiels simultanés.
On définit trois paramètres : α, β et γ. A chaque instant t, la
méthode donne une estimation :
- de la moyenne observée a0t avec un paramètre de lissage de la
moyenne α ∈ [0 , 1]
- de la tendance a1t avec un paramètre de lissage de la tendance β
∈ [0 , 1]
- du coefficient saisonnier St-p+h avec un paramètre de lissage de la
saisonnalité γ ∈ [0 , 1]
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Pour la moyenne :
a0t = α
α
α
α(Yt - St-p) + (1-α
α
α
α) (a0t-1 + a1t-1) si modèle additif
a0t = α
α
α
α(Yt /St-p) + (1-α
α
α
α) (a0t-1 + a1t-1) si modèle multiplicatif
On a donc une moyenne pondérée :
où le terme (Yt - St-p) (ou (Yt /St-p)) représente la dernière
observation sans la saisonnalité de Yt et (a0t-1 + a1t-1) l’estimation
sans la saisonnalité de Yt.
Pour la tendance :
a1t = β
β
β
β ( a0t - a0t-1) + (1-β
β
β
β) a1t-1
qui représente une moyenne pondérée d’une nouvelle estimation
de la pente et de l’ancienne estimation de la pente.
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Pour la saisonnalité :
St = γ
γ
γ
γ(Yt - a0t) + (1-γ
γ
γ
γ)St-p si modèle additif
St = γ
γ
γ
γ(Yt / a0t) + (1-γ
γ
γ
γ)St-p si modèle multiplicatif
qui représente une moyenne pondérée entre la saisonnalité de la
dernière observation et l’estimation de cette saisonnalité calculée
un an auparavant (p périodes avant).
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Mise en œuvre :
Initialisation de la saisonnalité : Une première année d’historique
va permettre d’estimer les coefficients saisonniers qui seront
utilisés pour les prévisions de l’année suivante. Celles-ci seront
également lissées pour fournir les nouveaux coefficients
saisonniers.
Initialisation de la moyenne lissée : 1
00 x
=
a (valeur moyenne de la
première année)
Initialisation de la tendance : 0
10 =
a
Des outils comme SPSS propose d’utiliser : 10
1
00 *
2
x a
p
a −
= et
p
*
1)
-
(k
x
x 1
k
10
−
=
a
avec k le nombre d’années et i
x la moyenne de la
série sur l’année i.
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Intérêts et limites des méthodes de lissage
• Caractère auto-adaptatif du modèle qui tient compte des erreurs
du passé
• Simplicité du modèle
• Synthèse : ensemble des valeurs des donnés passées dans une
seule valeur (économique en mémoire ordinateur par rapport
moyenne mobile)
Par contre
• Le choix des paramètres α, β, γ les mieux adaptés nécessite une
répétition d’itérations qui devient vite fastidieuse
manuellement.
• Adaptée uniquement prévision à court terme (6 mois à 1 an)
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Mise en œuvre sur un exemple
Une société de produits métallurgiques dispose des ventes passées
pour les produits de type acier et souhaite la généraliser à
l’ensemble de ses produits.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Mois
Année
moyenne
annuelle
1 192 220 255 265 250 225 238 175 281 300 212 195 234
2 200 235 263 290 267 240 235 186 281 306 234 203 245
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Evolution des ventes
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produit
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Estimation des coefficients saisonniers
La tendance n’est pas forte, on peut calculer les coefficients
saisonniers par rapport à la moyenne annuelle.
Ci = valeur observé mois i / moyenne annuelle
C1 = 192/234 = 0,821
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Mois
Année
1 0,821 0,94 1,09 1,132 1,068 0,962 1,017 0,748 1,201 1,282 0,906 0,833
2 0,816 0,959 1,073 1,184 1,09 0,98 0,959 0,759 1,147 1,249 0,955 0,829
moyenne 0,818 0,95 1,082 1,158 1,079 0,971 0,988 0,754 1,174 1,266 0,931 0,831
Et ensuite on calcule la moyenne mensuelle sur les deux années (atténue les aléas !)
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Dans le cas d’une forte tendance, on peut approximer la tendance
soit :
• Par une droite des moindres carrés (voir méthode de
régression linéaire)
• Par une droite moyenne (voir ci-dessous)
Cette droite D passe par les valeurs des moyennes annuelles :
234 = a * 6 + b (milieu première année)
245 = a * 18 + b (milieu seconde année)
 a = 0,917 et b = 228
 D : y = 0,917 x + 228
Pour calculer le coefficient de saisonnalité, on fera le rapport de la
valeur observée sur la valeur fournie par la droite.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Mois
Année
1 - Val 192 220 255 265 250 225 238 175 281 300 212 195
y 228,9 229,8 230,8 231,7 232,6 233,5 234,4 235,3 236,3 237,2 238,1 239
Ci 0,839 0,957 1,105 1,144 1,075 0,964 1,015 0,744 1,189 1,265 0,89 0,816
2 200 235 263 290 267 240 235 186 281 306 234 203
y 239,9 240,8 241,8 242,7 243,6 244,5 245,4 246,3 247,3 248,2 249,1 250
Ci 0,834 0,976 1,088 1,195 1,096 0,982 0,958 0,755 1,136 1,233 0,939 0,812
moyenne
Ci 0,836 0,966 1,096 1,169 1,085 0,973 0,986 0,749 1,163 1,249 0,915 0,814
En comparaison avec les valeurs précédentes :
moyenne 0,818 0,95 1,082 1,158 1,079 0,971 0,988 0,754 1,174 1,266 0,931 0,831
• Les six premières valeurs étaient sous évaluées
• Les six dernières étaient surévaluées
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Estimation des coefficients de lissage
Obtenues par approximations successives*
avec les repères
suivants :
• α est compris généralement 0,1 à 0,3
• β est d’autant plus fort que la tendance se modifie
fréquemment, en général sa valeur se situe près de 0,1
• γ est compris généralement 0,1 à 0,3
* Pour chaque triplet (α, β, γ) testé, on calculera les erreurs de
prévision (Somme des carrés des erreurs) et on choisira celui qui
donne l’écart minimum c'est-à-dire les meilleures prévisions. C’est
un problème d’optimisation assez complexe, on s’arrêtera lorsque
le taux d’erreur semble satisfaisant.
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10.Choix d’un modèle de lissage
Dans le cas où la série est stationnaire (on ne distingue pas de
tendance à la hausse ni à la baisse), on utilise le lissage exponentiel
simple.
Lorsque la série présente une tendance linéaire par morceaux (la
tendance peut être considérée comme linéaire sur une suite de
quelques observations), et n'est soumise à aucune variation
saisonnière, on effectue les prévisions à l'aide du double lissage
exponentiel. En effet, en appliquant deux fois le lissage
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exponentiel simple, on détermine une suite de droites de tendance
qui ajustent les observations.
Dans le cas d’une série soumise à des variations saisonnières, on
utilise souvent le modèle de Holt et Winters.
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11.Appréciation de la qualité du modèle pour l’exemple
(Pour l’exemple de la consommation de vin : n = 12 périodes)
Au moyen de l’ EQM (erreur quadratique moyenne de prévision) :
EQM =
n
Y
Y i
i
2
)
(
∧
−
Σ
, σ =
n
m
d i
i
2
)
( −
Σ
C’est la définition d’une variance sur une population connue
totalement.
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Un pourcentage d’erreur peut être estimé par rapport à la valeur
moyenne : _
Y
σ
=
L’erreur d’estimation d’une prévision ≈ pourcentage d’erreur *
valeur de prévision
Une fourchette peut être associée à toute prévision :
Fourchette = 2* erreur d’estimation
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Au moyen de l’ EAM (erreur absolue moyenne de prévision) :
EAM =
n
Y
Y i
i
∧
−
Σ
Au moyen de l’ EM (erreur moyenne de prévision) :
EM =
n
Y
Y i
i )
(
∧
−
Σ
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12.Conclusion sur le lissage exponentiel
C’est une méthode simple auto adaptative qui permet de traiter des
séries chronologiques pour lesquelles on n’a pas forcément un
historique important sur plusieurs années (4 à 5 ans).
 




Télécharger maintenant

À proposAssistance clientèleConditions généralesConfidentialitéDroits d’auteurPréférences en matière de cookiesNe pas vendre ou partager mes informations personnellesEverand
EnglishLangue couranteEnglish
Español
Portugues
Français
Deutsche




© 2024 SlideShare de Scribd 





