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TD 1 - Les matrices - Dr. Karam Ouharou.pdf

	1. TD 1: Matrices
Dr.  Karam Ouharou. L1, algèbre linéaire
Année 2016-2017, 2ème semestre
Exercice 1. On donne les matrices suivantes :
𝑀 = (
1 2 4
2 6 0
) ; 𝑁 = (
𝑎 1 𝑐
2 1 0
) ; 𝑃 = (
1 2
√3 −1
) ; 𝑇 = (
3𝑖
5
2 + 2𝑖
) et 𝑈 = (√2 5)
où 𝑎 et 𝑐 sont des nombres complexes.
a) Donner les coefficients suivants de la matrice M: 𝑚2,3, 𝑚1,2.
b) Calculer, lorsque c'est possible, les sommes suivantes: 𝑀 + 𝑁; 𝑁 + 𝑃; 𝑀 + 𝑡
𝑁
c) Calculer, lorsque c'est possible, les produits suivants: 𝑀𝑁; 𝑀𝑡
𝑁; 𝑀𝑃; 𝑃𝑀; 𝑈𝑇; 𝑇𝑈; −𝑖𝑁; √2𝑇
d) A quelles conditions sur les dimensions des matrices 𝐴 et 𝐵 peut-on calculer la somme 𝐴 + 𝑡
𝐵 ?
e) A quelles conditions sur les dimensions des matrices 𝐴 et 𝐵 peut-on calculer le produit 𝐴𝑡
𝐵 ?
Exercice 2. Soient les matrices:
o 𝐴 = (1 2 1);
o 𝐵𝑛 = [𝑏𝑖𝑗]1≤𝑖,𝑗≤𝑛
où 𝑏𝑖,𝑗 = 0 si 𝑖 < 𝑗, 𝑏𝑖,𝑗 = 𝑖 + 𝑗 sinon ;
o 𝐶𝑛 = [𝑐𝑖𝑗]1≤𝑖,𝑗≤𝑛
où 𝑐𝑖,𝑗 = 0 si |𝑖 − 𝑗| > 1, 𝑏𝑖,𝑗 = 1 sinon,
o 𝐷𝑛 = [𝑑𝑖1]1≤𝑖≤𝑛 où 𝑑𝑖1 = 𝑥𝑖−1
1. Ecrire la matrice 𝐵4 et la matrice 𝐶4
2. Calculer les produits 𝐴𝐶3 et 𝑡
𝐶3𝐶3
3. Calculer les produits 𝑡
𝐶𝑛𝐶𝑛 et 𝐶𝑛
𝑡
𝐶𝑛
Exercice 3. Soient les matrices 𝐶 = (
1 2
−1 −4
) , 𝐷 = (
3 −1
−4 2
) et 𝑋 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑
).
a) Résoudre l'équation 𝑋𝐶 = 𝐷, d'inconnue 𝑋.
b) Résoudre l'équation 𝐶𝑋 = 𝐷, d'inconnue 𝑋.
Exercice 4. Déterminer en fonction de 𝑎 et 𝑏 réels toutes les matrices de ℳ2,2(ℝ) qui commutent
avec la matrice (
𝑎 0
0 𝑏
).
Exercice 5. Soit la matrice 𝐴 = (
−2 1
0 −2
), En utilisant l'égalité 𝐴 = −2𝐼2 + (
0 1
0 0
) et en vérifiant
que l'on peut utiliser la formule du binôme de Newton, calculer 𝐴𝑛
.
Exercice 6. Dire si les matrices suivantes sont inversibles. Si oui, donner leur inverse :
𝐴 = (
−3 0 0 0
0 2𝑖 0 0
0 0 3 + 4𝑖 0
0 0 0 −2
) 𝐵 = (
1 2 −1 0
0 0 0 −1
0 0 𝑖 0
0 0 0 2
) 𝐶 = (
𝑖 2 −1 0
0 −2 4 −1
2 0 𝑖 0
0 1 −2 0,5
) 𝐷 = (
−2 −3
1 2
)
𝐸 = (
2 3
−4 −6
) 𝐹 = (
2 3 −1
−4 −6 3
) 𝐺 = (
𝑥 3
2 1
) en fonction du paramètre 𝑥 ∈ ℂ.
Exercice 7. On considère les matrices 𝐴 = (
4 −6
−2 3
) et 𝐵 = (
3 −3
2 −2
). Effectuer le produit 𝐴𝐵. 𝐴
et 𝐵 sont-elles inversibles?
 


	2. Exercice 8. Soit  pour 𝜃 ∈ ℝ la matrice 3 × 3𝑅𝜃 = (
cos(𝜃) sin(𝜃) 0
−sin(𝜃) cos(𝜃) 0
0 0 1
).
a) Calculer 𝑅𝜃𝑅𝜎 pour 𝜃, 𝜎 ∈ ℝ.
b) La matrice 𝑅𝜃 est-elle inversible? Si oui calculer son inverse.
Exercice 9. En utilisant la méthode du pivot, dire si les matrices suivantes sont inversibles et
donner leur inverse
𝐴 = (
−1 2 −4
0 1 3
−1 3 −1
) 𝐵 = (
1 −8 −13
−1 4 2
0 1 3
) 𝐶 = (
1 2 −1 −1
−2 −5 3 −1
−1 −3 2 −1
1 2 −2 1
)
Exercice 10. Résoudre dans ℝ3
en fonction du paramètre 𝑚 le système linéaire suivant:
{
𝑚𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
−3𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 = 2𝑚
𝑚𝑥 − 𝑦 − 2𝑧 = 4
Discuter en fonction du paramètre 𝑚 l'inversibilité de la matrice 𝑀 = (
𝑚 1 1
−3 −1 2
𝑚 −1 −2
).
Déterminer l'inverse de 𝑀 dans le cas où 𝑚 = 2.
Exercice 11. Déterminer les inverses des matrices 𝐴 = (
1 0,99
1,01 1
) et 𝐵 = (
1 0,99
1 1
). A votre
avis, quel problème se pose si on calcule l'inverse d'une matrice en remplaçant chacun de ses
coefficients par une valeur approchée?
Exercice 12. On considère les matrices 𝐴 = (
7 5
−6 −4
).
1. Calculer la matrice 𝐴2
− 3𝐴 + 2𝐼2.
2. Soit 𝑛 un entier supérieur ou égal à 2 . Expliquer pourquoi il existe des nombres réels 𝑎𝑛
et 𝑏𝑛 et un polynôme 𝑄𝑛(𝑋) tels que
𝑋𝑛
= (𝑋2
− 3𝑋 + 2)𝑄𝑛(𝑋) + 𝑎𝑛𝑋 + 𝑏𝑛
A l'aide des racines du polynôme 𝑋2
− 3𝑋 + 2, calculer 𝑎𝑛 et 𝑏𝑛. On ne cherchera pas à calculer
𝑄𝑛(𝑋).
3. en déduire le calcul de la matrice 𝐴𝑛
.
Exercices à préparer pour le contrôle continu
Exercice 13. Soient 𝐴 et 𝐵 deux matrices, 𝐴 = (
2 −1
−1 4
) et 𝐴𝐵 = (
12 5 −6
1 1 10
). Déterminer 𝐵.
Exercice 14. Déterminer en fonction de 𝑎 ∈ ℝ∗
et 𝑏 ∈ ℝ∗
toutes les matrices 2 × 2 qui commutent
avec (
𝑎 𝑏
0 0
).
Exercice 15. Les matrices suivantes :
𝑀 = (
−2 −1 3
−3 2 2
6 −11 1
) , 𝑁 = (
1 −1 −1
−2 2 −2
−2 −2 2
) , 𝑃 = (
2 5 6 0
2 3 1,5 0,5
−1 −2 −2 0
0 1 2,5 0
)
 


	3. Sont-elles inversibles ?  Donner l'inverse des matrices qui le sont.
Exercice 16. Pour quelles valeurs du paramètre 𝑚 la matrice 𝐸 = (
1 −1 2
𝑚 1 − 𝑚 2𝑚 − 2
2 𝑚 −3𝑚 − 1
) est-elle
inversible? Calculer l'inverse de la matrice dans le cas où 𝑚 = 0 puis dans le cas où 𝑚 = 1.
Exercice 𝟏𝟕.
a) Calculer l'inverse de la matrice 𝐴 = (
1/4 3/2 1/4
1 0 0
−1 2 1
), en réduisant la matrice augmentée
(𝐴 ∣ 𝐼3) à la forme écheloné simplifiée.
b) Ecrire 𝐴−1
sous la forme d'un produit 𝐸1𝐸2 … 𝐸𝑛, où 𝐸1, 𝐸2, … 𝐸𝑛 sont des matrices élémentaires
que vous préciserez.
Exercice 18. Résoudre dans ℝ3
en fonction des paramètres réels 𝑎, 𝑏 et 𝑐 le système linéaire
suivant :
{
𝑥 + 𝑦 − 𝑧 = 𝑎
−3𝑥 + 𝑧 = 𝑏
−𝑥 + 𝑦 = 𝑐
En déduire que la matrice 𝑆 = (
1 1 −1
−3 0 1
−1 1 0
) est inversible et donner son inverse.
Bonne chance
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