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UPR-3346 CNRS
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France
Université de Poitiers
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	2. Introduction à la  Maitrise Statistique des
Processus
F. Richard MSP 2
 


	3. Introduction
Un processus est  variable par nature mais pas forcément
instable
Processus
Entrée Sortie
temps temps
Variabilité du processus = Ennemi de la qualité
Rendre le processus le moins variable possible
⇒ Augmenter la qualité
Un processus stable finit toujours par dériver dans le temps
(devenir instable) sans actions sur celui-ci
F. Richard MSP 3
 


	4. Introduction
”La MSP vise  à détecter les dérives d’un processus avant
qu’elles engendrent des conséquences sur la qualité du
produit”
Méthode
qualité
Satisfaction
client Système
qualité
Stratégie
qualité
Cohérence entre système
qualité, méthodes et
stratégie
=
”Satisfaction client”
F. Richard MSP 4
 


	5. Variabilité & Qualité
Variabilité  d’un processus
Variabilité ”naturelle”
⇒ générée par des causes communes
Processus ”stable”
Variabilité ”naturelle” + variabilité ”anormale” (dérive)
⇒ générée par causes communes + causes spéciales
Processus ”instable”
F. Richard MSP 5
 


	6. Variabilité & Qualité
MSP  : Objectifs
Détecter la présence de variabilité anormale parmi la
variabilité naturelle
Détecter les causes spéciales associées à la variabilité
anormale
Eliminer les causes spéciales ⇒ processus stable
temps
causes communes ?
causes communes
+
causes spéciales ?
ou
F. Richard MSP 6
 


	7. Variabilité & Qualité
Variabilité  d’un processus
=
Impossibilité d’atteindre 1 objectif unique !
L=10 mm
n° pièce L
10.1
9.95
10.05
1
2
3
Image de la variabilité
d’un processus
Exemple
”On ne peut se faire 1 image de la variabilité d’1 processus
qu’en regardant la variabilité des caractéristiques de qualité
du produit qu’il génère”
F. Richard MSP 7
 


	8. Variabilité & Qualité
Le  client établit des ”tolérences aux spécifications” pour
tenir compte de la variabilité du processus
L = 10+
−0.1mm ⇒ L ∈ [9.9; 10.1]
Tolerence Inferieure (TI) : 9.9
Tolerence Superieure (TS) : 10.1
Conclusion :
Si la longueur de la pièce se situe dans l’intervalle de
tolérences, la pièce est acceptée
1
2
3
TI TS
pièce 1 : acceptée
piece 2 : acceptée
pièce 3 : refusée
F. Richard MSP 8
 


	9. Variabilité & Qualité
Différence  entre les pièces 1 et 2 pour le client ?
Les pièces sont bonnes mais n’ont pas la même qualité !
Fonction de perte de Taguchi
TI TS
idéal
bon
limite
perte
totale
Cible
Cible : C’est la valeur ”idéale”, la valeur à atteindre !
F. Richard MSP 9
 


	10. Variabilité & Qualité
Qualité  diminue dès que l’on s’éloigne de la cible, pourquoi ?
Réponse : car la qualité d’un produit, c’est la combinaison de
plusieurs caractéristiques de qualité !
Exemple :
Produit : Stylo
Caractéristique de qualité générale : effort d’écriture
Caractérisqtiques de qualité technique : ∅ bille, ∅ logement
Dispersion naturelle
du processus
f(x)
x
image de la variabilité
naturelle du processus
F. Richard MSP 10
 


	11. Variabilité & Qualité
bille  logement
cible cible
confort d’écriture
optimal
confort d’écriture
médiocre
Le processus doit être centré sur la cible
F. Richard MSP 11
 


	12. Variabilité & Qualité
Capabilité
Variabilité  intrinsèque au processus (variabilité naturelle)
Exemple :
Comparaison de 2 processus pouvant remplir le même objectif
Processus A Processus B
Le processus A à une meilleure capabilité
que le processus B
F. Richard MSP 12
 


	13. Variabilité & Qualité
Variations  naturelles
⇒ générées par des causes communes
Variations anormales
⇒ générées par des causes spéciales
Les causes communes
Sources de variation attribuables au hasard toujours présentes
à des degrés divers dans les processus
(sources de variation que l’on ne peut pas éliminer)
L’ensemble des causes communes génèrent la variabilité
intrinsèque du processus
Exemple :
Jeux dans la chaine cinématique de la machine
imperfections du processus ...
F. Richard MSP 13
 


	14. Variabilité & Qualité
Les  causes spéciales
Ce sont les causes de dispersion identifiables, souvent
irrégulières et instables
Exemple :
Déréglage d’un outil
Mauvaise application d’une procédure ...
2 catégories de causes spéciales :
Celles qui agissent sur la position de la valeur surveillée
Celles qui agissent sur la dispersion et donc sur la
capabilité d’un processus
F. Richard MSP 14
 


	15. Variabilité & Qualité
TI  TS
cible
temps
causes
spéciales
lot de pièces
n°1
lot de pièces
n°2
lot de pièces
"distribution gaussienne"
(théorème central limite)
F. Richard MSP 15
 


	16. Variabilité & Qualité
capabilité
court  terme
Image de la variabilité
du processus dans le temps
(capabilité long terme)
Processus
"stable"
F. Richard MSP 16
 


	17. Variabilité & Qualité
Processus
"instable"
F.  Richard MSP 17
 


	18. Variabilité & Qualité
Méthode  détection causes spéciales
Diagramme d’Ishikawa
Causes
Effet
Main
d’oeuvre Matière Milieu
Machine Méthode
5 M :
- Main d’oeuvre
- Matière
- Milieu
- Machine
- Méthode
- Mesure (6 M)
F. Richard MSP 18
 


	19. Variabilité & Qualité
Vision  de la variabilité du processus
=
Variabilité du processus + variabilité de la mesure
”La variabilité de la mesure ne modifie pas la dispersion
vendue au client mais l’image que l’on a de celle-ci”
2 types de pilotage d’un processus :
Pilotage par les tolérences
On attend d’avoir une ”mauvaise” pièce avant d’intervenir
sur le processus
⇒ on contrôle les pièces déjà fabriquées (on regarde
en arrière)
F. Richard MSP 19
 


	20. Variabilité & Qualité
Pilotage  par les limites naturelles
On peut constater le déréglage avant d’avoir une pièce
”mauvaise”
⇒ on contrôle la qualité des produits que l’on va
fabriquées (on regarde en avant)
Limites naturelles
2 notions :
Carte de controle
Capabilité
F. Richard MSP 20
 


	21. Les limites naturelles
Pilotage  du processus par les limites naturelles
”Cartes de contrôle”
pièce
n°1
lot de pièces
"échantillon"
distribution idéale
(centrée sur la cible)
distribution
idéale
distribution
réelle
cible-3S cible+3S
cible
pièce
n°2
Limites naturelles : cible+
−3σ
Pièce n◦1 : pas sur cible mais dans limites naturelles
⇒ ne nécessite pas de réglage
Pièce n◦2 : en dehors des limites naturelles
⇒ forte probabilité que processus pas centré sur cible
(nécessite un réglage)
F. Richard MSP 21
 


	22. Pilotage limites naturelles  ou tolérences ?
Limites
naturelles
TI TS
pièce
prélevée
TI TS
Limites
naturelles
Cas n°2
Cas n°1
F. Richard MSP 22
 


	23. Pilotage limites naturelles  ou tolérences ?
Cas n◦1 : Processus capable
La pièce est dans les tolérences mais en dehors des limites
naturelles
pilotage par tolérences : l’opérateur continue la
production
pilotage par limites naturelles : l’opérateur en déduit un
décentrage et donc régle le processus
Cas n◦2 : Processus non capable
La pièce est en dehors des tolérences mais à l’intérieur des
limites naturelles
pilotage par tolérences : l’opérateur en déduit un
déréglage du processus à tort
pilotage par limites naturelles : l’opérateur en déduit la
non capabilité du processus à atteindre l’objectif
F. Richard MSP 23
 


	24. Pourquoi prélever des  échantillons ?
Une mesure est la somme de 2 effets :
Ecart de réglage du processus par rapport à la cible
(systématique)
Ecart par rapport à la cible du à la dispersion du processus
(aléatoire)
TI TS
cible
déréglage
1 valeur
=
déréglage
+
dispersion
F. Richard MSP 24
 


	25. Pourquoi prélever des  échantillons ?
Pilotage efficasse d’un processus
”Dissocier la dispersion de la dérive (décentrage par rapport à
la cible) du processus”
Facilite l’identification des causes communes génératrices
de dispersion ou de décentrage (dérive)
Echantillon & Moyenne
”La dispersion sur les moyennes d’échantillons est beaucoup
moins importante que celle sur les valeurs individuelles”
Le travail sur les moyennes ”élimine” l’effet de la dispersion
⇒ On peut donc détecter plus facilement le décentrage
du processus
F. Richard MSP 25
 


	26. Pourquoi prélever des  échantillons ?
TI TS
dispersion sur
la moyenne
dispersion sur
les valeurs
limites naturelles
sur la moyenne
limites naturelles
sur les valeurs
probabilité de détécter un
décentrage avec la moyenne
probabilité de détécter
un décentrage
avec une valeur
cible
décentrage
Dans le cas de l’exemple, la probabilité de détecter le
décentrage est environ 40% suppérieure pour le pilotage par la
moyenne comparé au pilotage aux valeurs individuelles
F. Richard MSP 26
 


	27. Les cartes de  controles
Cartes de controles : objectifs
Les cartes de contrôle (Shewhart) permettent de suivre
simultanément les 2 effets de variabilité d’un processus :
La dispersion
Le décentrage
F. Richard MSP 27
 


	28. Les cartes de  controles
1.Définir
Identification des paramètres à suivre du processus
2.Mesurer
Vérification de la capabilité du moyen de mesure
3.Analyser
Cartes de contrôle, calcul capabilités
4.Contrôler
Suivi et pilotage par cartes de contrôles
7.Standardiser
Optimisation du processus
Diminution fréquence de contrôle
5.Analyser - Recherche sources variabilité
5 M, Analyse variance, Etude corrélations ...
6.Innover - Réduction variabilité
Plans d’expériences, mise en place améliorations
2.Mesurer
Observation du processus
Amélioration
continue
Démarche DMAICS
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	29. Les cartes de  controles
1. Définir
Choix des caractéristiques de qualité à suivre par cartes de
controle
Importance de la caractéristique pour la satisfaction client
Historique de non qualité de la caractéristique
⇒ On suit celles qui posent problème de stabilité
Si plusieurs caractéristiques sont corélées, on en suit
qu’une
Aide au choix : La matrice d’impact
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	30. Les cartes de  controles
2. Mesurer
Capabilité du moyen de mesure
Etude à part entière
Observation du processus
Carte de contrôle sans limites
Pendant cette phase, on élimine toutes les causes de
variabilité par 1 simple observation visuelle du process
⇒ On détermine la capabilité du processus
Indicateur de tendance centrale
On surveille le centrage du processus par rapport à la cible
Indicateur de dispersion
On surveille la dispersion du processus (capabilité)
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	31. Les cartes de  controles
2. Mesurer
On prélève des échantillons de taille n à une fréquence f et on
suit 1 caractéristique de tendance centrale et de dispersion en
fonction du temps
n°échantillon
(temps)
n°échantillon
(temps)
X
S
Cartes d’observation du processus
Cartes X / S
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	32. Les cartes de  controles
2. Mesurer
Taille échantillon
Plus n est grand, plus on peut détecter les plus petits
déréglages et moins le risque β est important (probabilité
de ne pas détecter 1 déréglage alors qu’il y en a 1)
Fréquence de prélévement des échantillons
X
temps
X
temps
X
temps
Processus réel
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	33. Les cartes de  controles
2. Mesurer
Objectif
Donner une bonne image de la variabilité du processus
sans faire de l’analyse en continue
Règle
La fréquence des actions correctives doit être au moins 4
fois plus faible que la fréquence de prélévement
3. Analyser
Calcul de la capabilité : 2 cas possible
- Le processus est capable ⇒ on pilote par carte de contrôle
- Le processus n’est pas capable ⇒ on pilote par carte de
contrôle et on engage les étapes 5 et 6 (réduction de la
dispersion)
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	34. Les cartes de  controles
3. Analyser
Construction cartes de contrôle (X/S)
Xech =
1
n
n
X
i=1
Xi (Moyenne echantillon)
S =
v
u
u
t 1
n − 1
n
X
i=1
(Xi − Xech)2 (Ecart type echantillon)
LSCX = cible+A3S (Limite superieure de controle carte X)
LICX = cible−A3S (Limite inferieure de controle carte X)
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	35. Les cartes de  controles
3. Analyser
LSCS = B4S (Limite superieure de controle carte S)
LICS = B3S (Limite inferieure de controle carte S)
S =
1
k
n
X
i=1
Si k : nombre echantillons
A3, B3, B4 : paramètres dépendants de n (tables)
4. Contrôler
Interprétation des cartes
- carte à la moyenne : on surveille le décentrage
- carte aux dispersions : on surveille la dispersion
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	36. Les cartes de  controles
4. Contrôler
On divise les cartes en 6 zones égales
⇒ On applique le test de Nelson
Décision sur la production en croisant l’interprétation des
cartes et des indices de capabilité (tri ou non)
Processus
sous contrôle
2/3 des pts sont dans
le tiers centrale de la
carte
Production Production
Graphiques Description
Décision
carte des moyennes
Décision
carte des écart types
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	37. Les cartes de  controles
4. Contrôler
Graphiques Description
Décision
carte des moyennes
Décision
carte des écart types
Point hors limite
Le dernier pt tracé
est hors limite
Régler le processus
de la valeur de l’écart
qui sépare le pt de la
valeur cible
Cas limite supérieure
Cas limite inférieure
- Capabilité cout terme
se détériore. Trouver
origine et intervenir
- Erreur de mesure
- Capabilité cout terme
s’améliore
- Syst. mesure bloqué
Tendance supérieure
ou inférieure
7 pts consécutifs sont
supérieures ou
inférieures à la
moyenne
Régler le processus
de l’écart moyen qui
sépare la tendance
à la valeur cible
Cas limite supérieure
Cas limite inférieure
- Capabilité cout terme
se détériore. Trouver
origine et intervenir
- Capabilité cout terme
s’améliore
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	38. Les cartes de  controles
4. Contrôler
Graphiques Description
Décision
carte des moyennes
Décision
carte des écart types
Le dernier pt tracé se
situe dans le 1/6 au
bord de la carte de
contrôle
Confirmer
prélever 1 autre
échantillon
- Si pt ds 1/3 central :
production
- Si pt proche limite :
régler de la val. moy.
des 2 pts
Cas limite supérieure
Surveiller capabilité
- Si plusieurs pts proche
de la LSC, capabilité se
détérior. Trouver origine
et intervenir
1 point proche des
limites
7 pts consécutifs sont
en augmentation ou
diminution
Régler le processus
de l’écart qui sépare
le dernier point
à la valeur cible
Cas série croissante
Cas série décroissante
- Capabilité cout terme
se détériore. Trouver
origine et intervenir
- Capabilité cout terme
s’améliore
Tendance croissante
ou décroissante
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	39. Les cartes de  controles
4. Contrôler
Le dernier pt sur la
carte de contrôle
indique :
Valeur du Cp observé sur les cartes
Cp < 1.33 1.33 < Cp < 1.67 Cp > 1.67
Le processus est
"sous contrôle"
Contrôle unitaire
(Tri à 100%)
ACCEPTER
les pièces
ACCEPTER
les pièces
IDENTIFIER et CORRIGER la cause spéciale
Le processus devient
"hors contrôle"
mais ttes les valeurs
individuelles du
prélévement sont dans
les tolérences
Contrôle unitaire
(Tri à 100%)
TRIER
les pièces depuis le
dernier point
sous contrôle
ACCEPTER
les pièces
IDENTIFIER et CORRIGER la cause spéciale
Le processus devient
"hors contrôle"
et 1 ou plusieurs valeurs
individuelles du
prélévement sont
hors tolérences
Contrôle unitaire
(Tri à 100%)
TRIER
les pièces depuis le dernier point
sous contrôle
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	40. Les cartes de  controles
7. Standardiser
Diminuer la fréquence de contrôle avec la diminution de la
variabilité du procesus
⇒ Le contrôle n’apporte pas de valeur ajouté au
produit (coute de l’argent)
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	41. La capabilité processus
”La  capabilité d’un processus est la variation de celui-ci lorsqu’il
est affecté uniquement par des causes communes
La capabilité correspond à la performance du processus
lorsqu’il est maı̂trisé statistiquement”
Le processus est il capable de réaliser le produit selon le
cahier des charges ?
2 types de capabilité :
Capabilité long terme
Indicateur de la performance du processus sur la totalité
de la commande client
⇒ Donne une image de la qualité du produit livré
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	42. La capabilité processus
Capabilité  court terme
Indicateur de performance du processus à un instant t
pendant la production
⇒ Indicateur décisionnel (intervention sur le process)
TI TS
cible
6S
Processus non capable
TI TS
cible
6S
Processus capable
IT IT
σ σ
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	43. La capabilité processus
Pp  =
IT
6σlt
(Capabilite long terme)
Cp =
IT
6σct
(Capabilite court terme)
Le Pp est calculé sur le long terme
⇒ tient compte disperions court
termes + variations de consignes
Il est calculé sur une grande partie
ou la totalité des produits fabriqués
⇒ donne 1 bonne indication
qualité de la production
Pp ≥ 1.33
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	44. La capabilité processus
Remarque  :
TI TS
cible
6
IT
TI TS
6
IT
σ σ
Dans les 2 cas, Pp > 1 sauf que pour le cas n◦2 des produits
non conformes seront fabriqués
Les indicateurs Pp et Cp ne tiennent pas compte du décentrage
L’indicateur Pp ne donne pas une image de la performance
intrinsèque du processus
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	45. La capabilité processus
Ppk  = min

TS − X
3σlt
;
X − TI
3σlt

L’indicateur Ppk tient compte du décentrage
⇒ Donne une image de la performance réelle du
processus
Si Pp = Ppk : le processus est centré sur la cible
⇒ La différence entre Pp et Ppk nous renseigne sur le
déréglage
Les indicateurs Cpk et Ppk tiennet compte du déréglage par
rapport à la cible mais considèrent une même pondération
lors de ce déréglage dans les calculs (la fonction de perte
de Taguchi montre que ce n’est pas le cas)
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	46. La capabilité processus
Cpm  =
IT
6
q
σ2
ct + (X − cible)2
Ppm =
IT
6
q
σ2
lt + (X − cible)2
cible
k élevé
L=k(X-cible)²
X
L
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	47. Démonstration du concept  de MSP
F. Richard MSP 47
 


	48. probabilités kesako ??!
Théorie  des probabilités
”Analyse mathématique des phénomènes dans lesquels le
hasard intervient”
La théorie des probabilités est liée à l’étude d’expériences
dont le résultat est indéterminé et soumis au hasard
Expérience (épreuve) aléatoire
”Expérience ou la connaissance des conditions expérimentales
ne permet pas de prédire le résultat avec certitude”
Lorsque l’expérience est répétée sous des conditions
apparemment identiques, le résultat est différent
Résultats sont ”différents” 6= quelconques
⇒ Ils forment un ensemble bien déterminé qui
caractérise l’expérience
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	49. probabilités kesako ??!
Univers  de l’expérience aléatoire
Ensemble des résultats possibles (ensemble fondamental)
Variable aléatoire
Variable associée à une expérience aléatoire dont le résultat
est incertain
Les résultats d’une expérience aléatoire forment un
ensemble bien déterminé caractérisant l’expérience
⇒ Distribution de probabilité (loi de probabilité)
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	50. probabilités kesako ??!
Expérience  aléatoire
X : VA loi de probabilité
Expérience aléatoire
Modélisation d’un phénomène aléatoire
∼
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	51. probabilités kesako ??!
Probabilité  : Définition n◦1
”La probabilité d’un événement A est définie comme étant le
rapport du nombre de cas favorables à la réalisation de A au
nombre total de cas possibles
(supposés tous ”également” possible, équiprobable)
Problèmes :
Suppose que l’on ait déjà définit le terme ”probabilité”
(définition du terme ”équiprobable”)
Ne s’applique que pour des événements équiprobables
Ne s’applique que pour des cas finis
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	52. probabilités kesako ??!
Probabilité  : Définition n◦2
On se base sur la notion d’expérience aléatoire (EA)
EA répétable sous des conditions identiques (définition)
⇒ On peut évaluer la fréquence à laquelle l’événement
A se réalise en comptant le nombre de fois ou A s’est
réalisé au terme de n répétitions de l’expérience aléatoire
On définit la fréquence observée de A comme le rapport
entre le nbre de réalisation de A sur le nbre de répétitions
On s’attend à ce que ces fréquences observées diffèrent
de moins en moins entre elles au fur et à mesure que le
nombre de répétitions augmentent
On peut définir une fréquence théorique (probabilité)
P(A) = limn→∞f(A)
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	53. Structure mathématique associée  à la notion de
probabilité
Axiomatique de Kolmogorov
La probabilité associée à tout événement est un nombre
positif ou nul et inférieur ou égal à 1
0 ≤ P(A) ≤ 1
La probabilité associée à l’ensemble des événements
d’une expérience aléatoire est
P(Ω) = 1
Pour tout couple (A, B) d’événement incompatible, la
probabilité de la réunion de ces événements est égale à la
somme des probabilité de A et B
P(A ∪ B) = P(A) + P(B)
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	54. Structure mathématique associée  à la notion de
probabilité
Axiomatique de Kolmogorov
Généralisation :
Si les événements Aj (j dénombrable) forment une suite
dénombrable d’événements incompatibles 2 à 2 :
P(∪jAj) =
X
j
P(Aj)
Expérience aléatoire
⇒ X : VA ∼ loi de probabilite
Exemple :
Lancé de pièce de monnaie (pile,face) : jeu de hasard
X : pile, face ∼ loi de Bernouilli
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	55. Structure mathématique associée  à la notion de
probabilité
f(x) =



p si x = 1
1 − p si x = 0
0 sinon
p : probabilité d’obtenir pile ou face
Si on lance n fois la pièce (on réalise n fois l’expérience
aléatoire), on peut déterminer la fréquence de pile
fpile =
P
pile
n
P(x = pile) = limn→∞f(x = pile) = 0.5
Probabilité Fréquence
Expérience aléatoire Réalisation d’expé. aléatoire
VA Variable statistique
Loi de probabilité Distribution statistique
Espérence mathématique Moyenne arithmétique
Variance Variance
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	56. Théorème central limite
”Toute  somme (ou moyenne) de variables aléatoires
indépendantes identiquements distribuées (idd) tend vers
une variable aléatoire gaussienne
(pour un nombre de VA tendant vers l’infini)”
”Indépendance”
⇒ Les événements aléatoires (ou VA) n’ont aucun influence
l’un sur l’autre
Exemple : lancé de pièce de monnaie. Le 1er lancé n’à aucune
influence sur le 2eme lancé
”Identiquement distribué”
⇒ De même loi parente
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	57. Théorème central limite
Généralisation  du théorème central limite
Ce théorème peut s’appliquer pour des VA indépendantes de
loi de probabilité différentes sous certaines conditions
⇒ Conditions qui s’assurent qu’aucunes VA n’exercent 1
influence significativement plus importante (conditions de
Lindeberg et Lyapounov)
Exemple d’application du théorème :
Expérience aléatoire : trajet en voiture travail / domicile
⇒ VA : X : tps de parcours, E(X) = m, V(X) = σ2
Réalisation n fois de l’expérience aléatoire ⇒ nVA
(X1, X2, ...Xn)
Yn =
n
X
i=1
Xi ∼ N(nm; σ
√
n) Yn =
1
n
n
X
i=1
Xi ∼ N

m;
σ
√
n
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	58. Théorème central limite
X1,  X2, ..., Xn indépendantes car de nombreux facteurs
indépendants entrainent la variation de la VA (météo, feux
rouges ...)
Application à la statistique mathématique
Expérience aléatoire : Réalisation d’1 pièce mécanique
⇒ VA : X : longueur de pièce
Population (taille N)
Individu
X : loi de probabilité
2 paramètres : E(X)=m, V(X)=
Echantillon
(n-échantillon de taille n)
(X1,X2,...,Xn) n VA idd (vécteur aléatoire)
σ2
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	59. Théorème central limite
Opérateur,  variation T◦C ... sont les facteurs indépendants
agissant sur la VA
Xn =
1
n
n
X
i=1
Xi (moyenne d0
echantillonnage)
Xn ∼ N

m,
σ
√
n
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	60. Loi normale
”La VA  X suit une loi normale de paramètres m (espérence
mathématique) et σ2 (variance) si elle admet une densité de
probabilité f(x)”
f(x) =
1
σ
√
2π
exp

−
1
2

x − m
σ
2
f(x)
x
X ∼ N(m, σ2
)
Propriétés :
Loi symétrique
Loi ne dépendant que de 2 paramètres, m et σ
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	61. Loi normale
f(x) =
d
dx
F(x)  F(x) : fonction de repartition
F(x) = P(X ≤ x) =
Z x
−∞
f(x)dx
Z +∞
−∞
f(x)dx = 1
La fonction de répartition représente la probabilité que la
VA X ait une valeur inférieure ou égale à une valeur x
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	62. Loi normale
f(x)
x
F(x)
F(x)=1
x
1/σ
√
2π
m −  σ m m + σ
F(x) représente l’aire de la surface
située sous la courbe f(x) pour les
abscisses inférieures ou égale à x
Les points d’inflexion des 2 courbes se situent aux
abscisses (m − σ) et (m + σ)
Le maximum de la courbe f(x) est de 1/σ
√
2π et
correspond à un abscisse de m
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	63. Loi normale
L’écart type  σ à un effet ”concentrateur” de la courbe
f(x) autour de m
E(X) = m V(X) = σ2
E(X) = m = mode = mediane
Pour 1 variable continue :
E(X) =
Z +∞
−∞
xf(x)dx
V(X) =
Z +∞
−∞

x−E(x)
2
f(x)dx
V(X) = E

X−E(X)
2
= E(X2
)−E(x)2
(formule de Konig)
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	64. Loi normale
E(Xn
) =
Z  +∞
−∞
xn
f(x)dx (moment d0
ordre n)
E

X − E(X)
n
=
Z +∞
−∞

x − E(x)
n
f(x)dx
Critères de normalité :
f(x)
x
99.74%
95%
68%
Abscisses exprimées en
unité réduite (en nombre
d’écarts types)
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	65. Loi normale
Toutes les  observations sont groupées autour de
l’espérence mathématique de la facon suivante :
50% ∈ [m − 2
3 σ; m + 2
3 σ]
68% ∈ [m − σ; m + σ]
95% ∈ [m − 2σ; m + 2σ]
99.74% ∈ [m − 3σ; m + 3σ]
Démonstration
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	66. Loi normale centrée  réduite
Exemple :
Etude de la répartition des notes à un exam des étudiants de
L3 (processus gaussien)
⇒ Loi normale N(m, σ2)
On peut calculer m et σ car la population est de taille
réduite
X =
1
n
X
Xi S2
=
1
n
X
(Xi−X)2
f(x)
x
99.74%
x
m-3S m+3S
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	67. Loi normale centrée  réduite
Le processus est gaussien, donc je peux vérifier que 99.74%
des notes des étudiants se situent entre les valeurs (X − 3S) et
(X + 3S)
Autre interprétation :
Si je prends au hasard un étudiant, j’ai 99.74% de chance que
sa note se situe dans l’intervalle [X − 3S; X + 3S]
P(X−3S ≤ X ≤ X+3S) = 0.9974
2 cas possibles :
Je peux déterminer 1 probabilité pour 1 intervalle donné
Je peux déterminer 1 intervalle pour une probabilité
donnée
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	68. Loi normale centrée  réduite
f(x)
x
α : risque de 1er espèce
1 − α
α
2
α
2
−x1 x x1
L’intervalle [−x1; x1] est 1 intervalle bilatéral symétrique
P(−x1 ≤ x ≤ x1) = 1 − α
P(−x1 ≤ x ≤ x1) =
Z +x1
−x1
f(x)dx = 1 − α
f(x) dépend de X et S2 donc il faut calculer l’intégrale pour
chaque nouveau cas
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	69. Loi normale centrée  réduite
Astuce : changement de variable
Z =
X − X
σ
ou Z =
X − m
σ
f(Z) =
1
σ
√
2π
exp

−
1
2

Zσ + m − m
σ
2
avec X = Zσ + m
f(Z) =
1
σ
√
2π
exp

−
Z2
2

Pour que f(Z) soir 1 densité de probabilité, il faut vérifier :
Z +∞
−∞
f(Z)dZ = 1
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	70. Loi normale centrée  réduite
Z +∞
−∞
1
σ
√
2π
exp

−
Z2
2

=
1
σ
√
2π
Z +∞
−∞
exp

−
Z2
2

| {z }
integrale de gauss =
√
2π
Z +∞
−∞
f(Z)dZ =
1
σ
On multiplie donc f(Z) par σ pour vérifier la relation :
Z +∞
−∞
f(Z)dZ = 1 ⇒ f(Z) =
1
√
2π
exp

−
Z2
2

On montre que :
E(Z) = 0 V(Z = 1) Z ∼ N(0; 1) (loi normale centree reduite)
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	71. Loi normale centrée  réduite
Z =
X − m
σ
Z est 1 fonction pivotale car sa loi de probabilité N(0; 1) ne
dépend d’aucun paramètres
f(z)
z
α
2
α
2
a b
P(a ≤ Z ≤ b) =
Z b
a
f(Z)dZ = 1 − α
Z b
a
f(Z)dZ ⇒ table loi normale centree reduite
a et b dépendent de α
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	72. Loi normale centrée  réduite
P

−Z1−α
2
≤ Z ≤ Z1−α
2

= 1−α
Z1−α
2
: quantile d’ordre 1 − α
2 de la loi normale centrée réduite
Exemple :
X Z
1 -1.34
2 -0.45
3 0.45
4 1.34
Z =
X − m
σ
X = 2.5 Z = 0
SX = 1.12 SZ = 1
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	73. Loi normale centrée  réduite
X =
1
4

1 + 2 + 3 + 4

= 2.5
SX =
s
1
4

(1 − 2.5)2 + (2 − 2.5)2 + (3 − 2.5)2 + (4 − 2.5)2

= 1.12
Z =
1
4

−1.34−0.45+1.34+0.45

= 0
SX =
s
1
4

(−1.34)2 + (−0.45)2 + (1.34)2 + (0.45)2

= 1
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	74. Intervalles de confiance
Soit  1 population de taille N :
On défini 1 VA X sur cette population ayant 1 loi de
probabilité de paramètres E(X) = m et V(X) = σ2
On défini 1 n-échantillon (X1, X2, ..., Xn), soit n VA idd
On défini 1 nouvelle VA, Xn : moyenne d’échantillonnage
Xn =
1
n
n
X
i=1
Xi Xn ∼ N(m, σn) Xn ∼ N

m,
σ
√
n

Xn ∼ N

m,
σ
√
n

: distribution d’échantillonnage
F. Richard MSP 74
 


	75. Intervalles de confiance
Si  on s’intéresse à la distribution statistique de la moyenne Xn
de tous les échantillons possibles de tailles n, cette
distribution, appelée distribution d’échantillonnage tend vers
1 loi normale N(m, σ
√
n
)
1 objectif : Estimer m et σ (de la population)
Xn =
1
n
n
X
i=1
Xi : estimateur sans biais de m
S2
c =
1
n − 1
n
X
i=1
(Xi − Xn)2
: estimateur sans biais de m
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	76. Intervalles de confiance
2  méthodes d’estimation :
Estimation ponctuelle
On ne prend qu’un échantillon de taille n parmis tous les
échantillons possibles
⇒ On introduit donc une ”erreur d’échantillonnage”
Estimation par intervalle de confiance
f(x)
x
-x x
xn
σn
Avec σn =
σ
√
n
P(−X ≤ Xn ≤ X) = 1−α
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	77. Intervalles de confiance
Z  +x
−x
f(x)dx = 1 − α pour α fixe
f(x) dépend de m et de σ ⇒ Changement de variable
Z =
Xn − m
σn
∼ N(0; 1) σn =
σ
√
n
P

− Z1−α
2
≤ Z ≤ Z1−α
2

= 1 − α
P

− Z1−α
2
≤
Xn − m
σ
√
n ≤ Z1−α
2

= 1 − α
P

Xn−
σ
√
n
Z1−α
2
≤ m ≤ Xn+
σ
√
n
Z1−α
2

= 1−α
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	78. Intervalles de confiance
Si  σ connu
P

m ∈

Xn−
σ
√
n
Z1−α
2
; Xn+
σ
√
n
Z1−α
2

= 1−α
Si σ inconnu
T =
Xn − m
Sn/
√
n
∼ T(n − 1)
La fonction pivotale T suit 1 loi de student à (n − 1) degré
de liberté
S2
n =
1
n − 1
X
(Xi − Xn)2
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	79. Intervalles de confiance
P

−  T1−α
2
≤ T ≤ T1−α
2

= 1 − α
P

− T1−α
2
≤
Xn − m
Sn/
√
n
≤ T1−α
2

= 1 − α
P

Xn−
Sn
√
n
T1−α
2
≤ m ≤ Xn+
Sn
√
n
T1−α
2

= 1−α
P

m−
Sn
√
n
T1−α
2
≤ Xn ≤ m+
Sn
√
n
T1−α
2

= 1−α
Remarque
Lorsque n ≥ 30, la loi de student peut être approchée par 1 loi
normale, ce qui revient à supposer l’écart type connu avec
σ = Sn
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	80. Analogie avec les  cartes de contrôle
L’objectif d’un processus c’est que sa population
d’individus soit centrée sur la cible (cahier des charge)
m = cible
Xn représente donc la moyenne de la caratéristique de
qualité sur un échantillon de n individus
Classiquement les limites de contrôle correspondent à
l’intervalle
cible+
−3σn
ce qui correspond implicitement à α = 0.0026
Les différentes constantes correspondent au terme suivant :
T1−α/2/
√
n
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	81. Efficacité d’une carte  de contrôle
L’efficacité d’une carte de contrôle est l’efficacité à détecter un
déréglage
Il existe 2 risques décisionnel quant à la conclusion d’un
déréglage ou non
Le risque α (risque de 1er espèce) de conclure à 1
déréglage alors qu’il n’y en a pas
Le risque β (risque de 2eme espèce) de ne pas détecter 1
déréglage alors qu’il y en a 1
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	82. Efficacité d’une carte  de contrôle
limite supérieure
de contrôle
limite inférieure
de contrôle
A B C
σ
σ
√
n
α
2
α
2
z1−α/2
σ
√
n
z1−α/2
σ
√
n
kσ
z1−α/2
σ
√
n
β
zβ
σ
√
n
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	83. Efficacité d’une carte  de contrôle
A : Valeur cible
B : Limite de contrôle (des moyennes)
C : Position du centrage du processus
⇒ Le décentrage est de kσ
kσ = z1−α
2
σ
√
n
+ zβ
σ
√
n
zβ = k
√
n − z1−α
2
C’est l’équation de la courbe d’efficacité
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	84. Démonstration : E(X)  = m
f(x) =
1
σ
√
2π
exp

−
1
2

x − m
σ
2
f0
(x) =

1
σ
√
2π
exp

−
1
2

x − m
σ
20
=
1
σ
√
2π

−
x − m
σ2
exp

−
1
2

x − m
σ
2
f0
(x) = −
x − m
σ2
f(x)
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	85. Démonstration : E(X)  = m
E(X) =
Z +∞
−∞
xf(x)dx ; posons x = σ2 x − m
σ2
+m
E(X) =
Z +∞
−∞

σ2 x − m
σ2
+m

f(x)dx
E(X) = σ2
Z +∞
−∞

x − m
σ2

f(x)dx
| {z }
I1
+ m
Z +∞
−∞
f(x)dx
| {z }
I2
I1 = σ2
Z +∞
−∞
−f0
(x)dx = −σ2

f(x)
+∞
−∞
= −σ2

f(+∞)−f(−∞)

= 0−0 = 0
I2 = m
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	86. Démonstration : V(X)  = σ2
V(X) = E(X2
)−E(X)2
= E(X2
)−m2
E(X2
) =
Z +∞
−∞
x2
f(x)dx
Calculons E(Xn) :
E(Xn
) =
Z +∞
−∞
xn
f(x)dx
Posons :
x = σ2 x − m
σ2
+m ; xn
= x.xn−1
xn
=

σ2 x − m
σ2
+ m

xn−1
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	87. Démonstration : V(X)  = σ2
E(Xn
) =
Z +∞
−∞

σ2 x − m
σ2
+m

xn−1
f(x)dx
=
Z +∞
−∞
σ2 x − m
σ2
xn−1
f(x)dx
| {z }
I1
+
Z +∞
−∞
mxn−1
f(x)dx
| {z }
I2
Calcul de I1 :
Rappel :
Z b
a
u0
(x)v(x)dx =

u(x)v(x)
b
a
−
Z b
a
u(x)v0
(x)dx
I1 = σ2
Z +∞
−∞
xn−1
|{z}
v
.
0
x − m
σ2
f(x)
| {z }
u
dx
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	88. Démonstration : V(X)  = σ2

v = xn−1 v0 = (n − 1)xn−2
u0 = x−m
σ2 f(x) = −f0(x) u = −f(x)
I1 = σ2

−f(x)xn−1
+∞
−∞
−σ2
Z +∞
−∞
(n−1)xn−2
.−f(x)dx
= 0+σ2
(n−1)
Z +∞
−∞
xn−2
f(x)dx
= σ2
(n − 1)E(Xn−2
)
I2 = mE(Xn−1
)
E(Xn
) = (n − 1)σ2
E(Xn−2
) + mE(Xn−1
)
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	89. Démonstration : V(X)  = σ2
V(X) = E(X2
)−E(X)2
= E(X2
)−m2
E(X2
) = σ2
E(X0
)+mE(X) = σ2
+m2
V(X) = σ2
Retour
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