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	10. Avant-propos
Avant-propos  IX
Cette  neuvième édition est enrichie de nouveaux exercices et des développe-
ments les plus récents de l’économétrie. Ce livre couvre tous les champs de
l’économétrie : régression simple et multiple, violation des hypothèses (hété-
roscédasticité, autocorrélation des erreurs, variables explicatives aléatoires),
modèle à décalage, analyse des séries temporelles, tests de racine unitaire, équa-
tions multiples, VAR, cointégration, VECM, économétrie des variables qualita-
tives et des données de panel…
Sur l’ensemble de ces thèmes, ce livre vous propose un cours, des exercices cor-
rigés, et une présentation des logiciels d’économétrie les plus répandus.
Souhaitons qu’il corresponde à votre attente.
En effet, nous avons voulu, par une alternance systématique de cours et
d’exercices, répondre à un besoin pédagogique qui est de mettre rapidement en
pratique les connaissances théoriques et ainsi, d’utiliser de manière opération-
nelle les acquis du cours ; les exercices sont repérés grâce à un bandeau grisé.
De surcroît, le recours à des logiciels1, lors de la résolution des exercices, per-
met une découverte de ces outils et donne une dimension pratique que recher-
chent l’étudiant et le praticien.
Afin que le lecteur puisse lui-même refaire les exercices, les données utili-
sées (sous format Excel, ASCII, RATS et Eviews) ainsi que les programmes de
traitement « Batch » de Eviews ou de RATS sont disponibles gratuitement par
téléchargement sur le serveur web :
http://regisbourbonnais.dauphine.fr
Pour chaque exercice faisant appel à un fichier de données, le nom du fichier
est cité en tête de l’exercice et repéré par l’icône suivante :
Nous avons voulu faire de ce manuel un livre d’apprentissage facilement
accessible ; c’est pourquoi les démonstrations les plus complexes font l’objet de
renvois à une bibliographie plus spécialisée. Cependant, il convient de préciser
que l’économétrie fait appel à des notions d’algèbre linéaire et d’induction sta-
tistique qu’il est souhaitable de connaître.
1. Trois logiciels sont utilisés : EXCEL (© Microsoft), RATS (© Var Econometrics version 3 et
Estima version 4), Eviews (© Quantitative Micro Software). Nous recommandons aussi parti-
culièrement le logiciel GRETL (http://gretl.sourceforge.net) qui est un logiciel d’économétrie
gratuit, complet et très facile d’apprentissage.
 


	11. Dans le terme  « économétrie » figure la racine du mot « économie » car son
utilisation est surtout destinée à des fins de traitement de données économiques ;
cependant, d’autres domaines tels que la finance, la recherche agronomique, la
médecine, etc., font maintenant le plus souvent appel à ces techniques.
Ce livre s’adresse en premier lieu aux étudiants (sciences économiques, ges-
tion, écoles de commerce et d’ingénieurs, etc.) dont la formation requiert une
connaissance de l’économétrie. Gageons qu’il sera un support de cours indis-
pensable et un allié précieux pour préparer les séances de travaux dirigés.
N’oublions pas cependant le praticien de l’économétrie (économiste d’entre-
prise, chercheur, etc.) qui, confronté à des problèmes d’estimation statistique,
trouvera dans ce livre les réponses pratiques aux différentes questions qu’il peut
se poser.
Enfin, j’exprime toute ma gratitude à toutes les personnes – collègues et étu-
diants – qui ont eu la gentillesse de me faire des commentaires et dont les
conseils et suggestions contribuent à la qualité pédagogique de ce livre. Je reste,
bien entendu, le seul responsable des erreurs qui subsisteraient1.
1. Les lecteurs souhaitant faire des commentaires ou des remarques peuvent me contacter : Régis
Bourbonnais, université de Paris-Dauphine, place du Maréchal de Lattre de Tassigny, 75775
Paris Cedex 16, E-mail : regis.bourbonnais@dauphine.fr
X  ÉCONOMÉTRIE
 


	12. 1. Qu’est-ce que
l’économétrie  ?
C
e premier chapitre est consacré à la présentation de l’économétrie
et à sa liaison avec la théorie économique. Nous abordons tout
d’abord la notion de modèle ainsi que les différentes étapes de la
modélisation. L’apport de l’économétrie en tant qu’outil de validation
est étudié en II. Enfin, la théorie de la corrélation – fondement de l’éco-
nométrie – fait l’objet de la section III.
I. La notion de modèle
A. Définition
Il est délicat de fournir une définition unique de la notion de modèle1. Dans le
cadre de l’économétrie, nous pouvons considérer qu’un modèle consiste en une
présentation formalisée d’un phénomène sous forme d’équations dont les
variables sont des grandeurs économiques. L’objectif du modèle est de repré-
senter les traits les plus marquants d’une réalité qu’il cherche à styliser. Le
modèle est donc l’outil que le modélisateur utilise lorsqu’il cherche à com-
prendre et à expliquer des phénomènes. Pour ce faire, il émet des hypothèses et
explicite des relations.
1. La notion de modèle est relative au point de vue auquel nous nous plaçons : la physique,
l’épistémologie...
Qu’est-ce que l’économétrie ?  1
 


	13. Pourquoi des modèles  ?
 Nombreux sont ceux – sociologues, économistes ou physiciens – qui
fondent leurs analyses ou leurs jugements sur des raisonnements
construits et élaborés. Ces constructions refèrent implicitement à des
modèles ; alors pourquoi ne pas expliciter clairement les hypothèses et
les relations au sein d’un modèle ?
Le modèle est donc une présentation schématique et partielle d’une réalité
naturellement plus complexe. Toute la difficulté de la modélisation consiste à ne
retenir que la ou les représentations intéressantes pour le problème que le modé-
lisateur cherche à expliciter. Ce choix dépend de la nature du problème, du type
de décision ou de l’étude à effectuer. La même réalité peut ainsi être formalisée
de diverses manières en fonction des objectifs.
B. La construction des modèles en économétrie
Dans les sciences sociales, et particulièrement en économie, les phénomènes
étudiés concernent le plus souvent des comportements afin de mieux com-
prendre la nature et le fonctionnement des systèmes économiques. L’objectif du
modélisateur est, dans le cadre de l’économétrie et au travers d’une mesure sta-
tistique, de permettre aux agents économiques (ménages, entreprises, État...)
d’intervenir de manière plus efficace. La construction d’un modèle comporte un
certain nombre d’étapes qui sont toutes importantes. En effet, en cas de faibles-
se d’un des « maillons », le modèle peut se trouver invalidé pour cause d’hypo-
thèses manquantes, de données non représentatives ou observées avec des
erreurs, etc. Examinons les différentes étapes à suivre lors de la construction
d’un modèle, ceci à partir de l’exemple du modèle keynésien simplifié.
1) Référence à une théorie
Une théorie s’exprime au travers d’hypothèses auxquelles le modèle fait réfé-
rence. Dans la théorie keynésienne, quatre propositions sont fondamentales :
1. la consommation et le revenu sont liés ;
2. le niveau d’investissement privé et le taux d’intérêt sont également liés ;
3. il existe un investissement autonome public ;
4. enfin, le produit national est égal à la consommation plus l’investissement
privé et public.
2  ÉCONOMÉTRIE
 


	14. Qu’est-ce que l’économétrie  ?  3
2) Formalisation des relations et choix de la forme des fonctions
À partir des propositions précédentes, nous pouvons construire des relations :
1. la consommation est fonction du revenu : C = f (Y) avec f ′
 0 ;
2. l’investissement privé dépend du taux d’intérêt : I = g(r) avec g′
 0 ;
3. il existe un investissement autonome public : I ;
4. enfin, le produit national (ou le revenu national) est égal à la consomma-
tion plus l’investissement : Y ≡ C + I + I .
À ce stade, nous n’avons postulé aucune forme particulière en ce qui concer-
ne les fonctions f et g . Ainsi, bien que des considérations d’ordre théorique nous
renseignent sur le signe des dérivées, il existe une multitude de fonctions de
formes très différentes et ayant des signes de dérivées identiques, par exemple
C = a0 + a1 Y et C = a0 Ya1
. Cependant ces deux relations ne reflètent pas le
même comportement ; une augmentation du revenu provoque un accroissement
proportionnel pour la première relation, alors que, dans la seconde, l’effet s’es-
tompe avec l’augmentation du revenu (si 0  a1  1 ). Nous appelons « forme
fonctionnelle » ce choix (arbitraire ou fondé) de spécification précise du modè-
le. Dans notre exemple, le modèle explicité s’écrit :
C = a0 + a1 Y avec a0  0 et 0  a1  1
a1 = propension marginale à consommer
et a0 = consommation incompressible ;
I = b0 + b1 r avec b0  0 et b1  0 ;
Y ≡ C + I + I
Les deux premières équations reflètent des relations de comportements alors
que la troisième est une identité (aucun paramètre n’est à estimer).
3) Sélection et mesure des variables
Le modèle étant spécifié, il convient de collecter les variables représentatives
des phénomènes économiques. Ce choix n’est pas neutre et peut conduire à des
résultats différents, les questions qu’il convient de se poser sont par exemple :
– Faut-il raisonner en euros constants ou en euros courants ?
– Les données sont-elles brutes ou CVS1 ?
– Quel taux d’intérêt faut-il retenir (taux au jour le jour, taux directeur de la
Banque Centrale Européenne,...) ? etc.
1. Corrigées des Variations Saisonnières.
 


	15. Nous distinguons plusieurs  types de données selon que le modèle est spéci-
fié en :
– série temporelle : c’est le cas le plus fréquent en économétrie, il s’agit de
variables observées à intervalles de temps réguliers (la consommation
annuelle, totale France, exprimée en euros courants sur 20 ans) ;
– coupe instantanée : les données sont observées au même instant et concer-
nent les valeurs prises par la variable pour un groupe d’individus1 spéci-
fiques (consommation observée des agriculteurs pour une année donnée) ;
– panel : la variable représente les valeurs prises par un échantillon d’indivi-
dus à intervalles réguliers (la consommation d’un échantillon de ménages
de la région parisienne sur 20 ans) ;
– cohorte : très proches des données de panel, les données de cohorte se dis-
tinguent de la précédente par la constance de l’échantillon, les individus
sondés sont les mêmes d’une période sur l’autre.
4) Décalages temporels
Dans le cadre de modèle spécifié en séries temporelles, les relations entre les
variables ne sont pas toujours synchrones mais peuvent être décalées dans le
temps. Nous pouvons concevoir que la consommation de l’année t est expliquée
par le revenu de l’année t − 1 et non celui de l’année t. Pour lever cette ambi-
guïté, il est d’usage d’écrire le modèle en le spécifiant à l’aide d’un indice
de temps : Ct = a0 + a1 Yt−1 . La variable Yt−1 est appelée « variable endogène
retardée ».
 On appelle « variable exogène » une variable dont les valeurs sont pré-
déterminées, et « variable endogène » une variable dont les valeurs
dépendent des variables exogènes.
5) Validation du modèle
La dernière étape est celle de la validation2 du modèle :
– Les relations spécifiées sont-elles valides ?
– Peut-on estimer avec suffisamment de précision les coefficients ?
– Le modèle est-il vérifié sur la totalité de la période ?
– Les coefficients sont-ils stables ? Etc.
À toutes ces questions, les techniques économétriques s’efforcent d’apporter
des réponses.
4  ÉCONOMÉTRIE
1. Le terme d’individu est employé au sens statistique, c’est-à-dire comme un élément d’une popu-
lation : une personne, une parcelle de terre...
2. Validation, c’est-à-dire en conformité avec les données disponibles.
 


	16. II. Le rôle  de l’économétrie
A. L’économétrie comme validation de la théorie
L’économétrie est un outil à la disposition de l’économiste qui lui permet d’in-
firmer ou de confirmer les théories qu’il construit. Le théoricien postule des
relations ; l’application de méthodes économétriques fournit des estimations sur
la valeur des coefficients ainsi que la précision attendue.
Une question se pose alors : pourquoi estimer ces relations, et les tester
statistiquement ? Plusieurs raisons incitent à cette démarche : tout d’abord cela
force l’individu à établir clairement et à estimer les interrelations sous-jacentes.
Ensuite, la confiance aveugle dans l’intuition peut mener à l’ignorance de
liaisons importantes ou à leur mauvaise utilisation. De plus, des relations mar-
ginales mais néanmoins explicatives, qui ne sont qu’un élément d’un modèle
global, doivent être testées et validées afin de les mettre à leur véritable place.
Enfin, il est nécessaire de fournir, en même temps que l’estimation des relations,
une mesure de la confiance que l’économiste peut avoir en celles-ci, c’est-à-dire
la précision que l’on peut en attendre. Là encore, l’utilisation de méthodes pure-
ment qualitatives exclut toute mesure quantitative de la fiabilité d’une relation.
B. L’économétrie comme outil d’investigation
L’économétrie n’est pas seulement un système de validation, mais également un
outil d’analyse. Nous pouvons citer quelques domaines où l’économétrie appor-
te une aide à la modélisation, à la réflexion théorique ou à l’action économique
par :
– la mise en évidence de relations entre des variables économiques qui
n’étaient pas a priori évidentes ou pressenties ;
– l’induction statistique ou l’inférence statistique consiste à inférer, à partir
des caractéristiques d’un échantillon, les caractéristiques d’une population.
Elle permet de déterminer des intervalles de confiance pour des paramètres
du modèle ou de tester si un paramètre est significativement1 inférieur,
supérieur ou simplement différent d’une valeur fixée ;
Qu’est-ce que l’économétrie ?  5
1. Au sens statistique, c’est-à-dire avec un seuil (risque d’erreur à ne pas dépasser, souvent 5 %).
 


	17. – la simulation  qui mesure l’impact de la modification de la valeur d’une
variable sur une autre (Ct = a1Yt ) ;
– la prévision1, par l’utilisation de modèles économétriques, qui est utilisée
par les pouvoirs publics ou l’entreprise afin d’anticiper et éventuellement
de réagir à l’environnement économique.
Dans cet ouvrage, nous nous efforcerons de montrer, à l’aide d’exemples, les
différentes facettes de l’utilisation des techniques économétriques dans des
contextes et pour des objectifs différents.
III. La théorie de la corrélation
A. Présentation générale
Lorsque deux phénomènes ont une évolution commune, nous disons qu’ils sont
« corrélés ». La corrélation simple mesure le degré de liaison existant entre ces
deux phénomènes représentés par des variables. Si nous cherchons une relation
entre trois variables ou plus, nous ferons appel alors à la notion de corrélation
multiple.
Nous pouvons distinguer la corrélation linéaire, lorsque tous les points du
couple de valeurs (x,y) des deux variables semblent alignés sur une droite, de
la corrélation non linéaire lorsque le couple de valeurs se trouve sur une même
courbe d’allure quelconque.
Deux variables peuvent être :
– en corrélation positive ; on constate alors une augmentation (ou diminu-
tion, ou constance) simultanée des valeurs des deux variables ;
– en corrélation négative, lorsque les valeurs de l’une augmentent, les valeurs
de l’autre diminuent ;
– non corrélées, il n’y a aucune relation entre les variations des valeurs de
l’une des variables et les valeurs de l’autre.
Le tableau 1, en croisant les critères de linéarité et de corrélation, renvoie à
une représentation graphique.
6  ÉCONOMÉTRIE
1. Pour découvrir l’utilisation de l’économétrie à des fins de prévision de ventes, voir Bourbonnais
R. et Usunier J. C. (2013).
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Corrélation Corrélation Absence de
positive négative corrélation
Relation linéaire Graphe 1 Graphe 2 Graphe 5
Relation non linéaire Graphe 3 Graphe 4 Graphe 5
Tableau 1 – Linéarité et corrélation
Graphe 1
Graphe 3
Graphe 5
Graphe 4
Graphe 2
y
y
y
y
y
x
x
x
x x
 


	19. B. Mesure et  limite du coefficient de corrélation
1) Le coefficient de corrélation linéaire
La représentation graphique ne donne qu’une « impression » de la corrélation
entre deux variables sans donner une idée précise de l’intensité de la liaison,
c’est pourquoi nous calculons une statistique appelée coefficient de corrélation
linéaire simple, noté rx,y . Il est égal à :
rx,y =
Cov (x,y)
σx σy
=
n

i=1
(xi − x)(yi − y)

n

i=1
(xi − x )2

n

i=1
(yi − y)2
[1]
avec :
Cov (x,y) = covariance entre x et y ;
σx et σy = écart type de x et écart type de y ;
n = nombre d’observations.
En développant la formule [1], il vient :
rx,y =
n
n

i=1
xi yi −
n

i=1
xi
n

i=1
yi

n
n

i=1
x2
i −
 n

i=1
xi
2

n
n

i=1
y2
i −
 n

i=1
yi
2
[2]
On peut démontrer que, par construction ce coefficient reste compris entre
−1 et 1 :
– proche de 1, les variables sont corrélées positivement ;
– proche de −1, les variables sont corrélées négativement ;
– proche de 0, les variables ne sont pas corrélées.
Dans la pratique, ce coefficient est rarement très proche de l’une de ces trois
bornes et il est donc difficile de proposer une interprétation fiable à la simple
lecture de ce coefficient. Ceci est surtout vrai en économie où les variables sont
toutes plus au moins liées entre elles. De plus, il n’est calculé qu’à partir d’un
échantillon d’observations et non pas sur l’ensemble des valeurs. On appelle ρx,y
8  ÉCONOMÉTRIE
 


	20. ce coefficient empirique  qui est une estimation du coefficient vrai rx,y . La théo-
rie des tests statistiques nous permet de lever cette indétermination.
Soit à tester l’hypothèse H0 : rx,y = 0 , contre l’hypothèse H1 : rx,y = 0 .
Sous l’hypothèse H0, nous pouvons démontrer que
ρx,y

1 − ρ2
x,y

n − 2
suit une loi
de Student à n − 2 degrés de liberté1. Nous calculons alors une statistique, appe-
lé le t de Student empirique :
t∗
=
|ρx,y|

1 − ρ2
x,y

n − 2
[3]
Si t∗
 tα/2
n−2 valeur lue dans une table de Student2 au seuil α = 0,05 (5 %) à
n − 2 degrés de liberté3, nous rejetons l’hypothèse H0, le coefficient de corréla-
tion est donc significativement différent de 0 ; dans le cas contraire, l’hypothè-
se d’un coefficient de corrélation nul est acceptée. La loi de Student étant symé-
trique, nous calculons la valeur absolue du t empirique et nous procédons au test
par comparaison avec la valeur lue directement dans la table.
Qu’est-ce que l’économétrie ?  9
1. La notion de degrés de liberté est explicitée au chapitre 2.
2. Les lois de probabilité sont en fin d’ouvrage.
3. Si le nombre d’observations n est supérieur à 30, on peut approximer la loi de Student par une
loi normale, soit tα/2 ≈ 1,96 .
 


	21. Calcul d’un coefficient  de corrélation
Un agronome s’intéresse à la liaison pouvant exister entre le rendement de maïs x
(en quintal) d’une parcelle de terre et la quantité d’engrais y (en kilo). Il relève 10 cou-
ples de données consignés dans le tableau 2
10  ÉCONOMÉTRIE

Exercice n° 1
fichier C1EX1
Rendement x 16 18 23 24 28 29 26 31 32 34
Engrais y 20 24 28 22 32 28 32 36 41 41
Tableau 2 – Rendement de maïs et quantité d’engrais
1) Tracer le nuage de points et le commenter.
2) Calculer le coefficient de corrélation simple et tester sa signification par rapport à 0
pour un seuil α = 0,05.
Solution
1) Le nuage de points (graphique 6) indique que les couples de valeurs sont approxima-
tivement alignés : les deux variables semblent corrélées positivement.
Graphique 6 – Nuage du couple de valeurs :
rendement-quantité d’engrais
Quantité
d’engrais
Rendement
 


	22. 2) Afin d’appliquer  la formule [2], nous dressons le tableau de calcul 3.
Qu’est-ce que l’économétrie ?  11
.x y x2
y2
xy
16 20 256 400 320
18 24 324 576 432
23 28 529 784 644
24 22 576 484 528
28 32 784 1 024 896
29 28 841 784 812
26 32 676 1 024 832
31 36 961 1 296 1 116
32 41 1 024 1 681 1 312
34 41 1 156 1 681 1 394
Somme 261 304 7 127 9 734 8 286
Tableau 3 – Calcul d’un coefficient de corrélation
ρx,y =
(10)(8 286) − (261)(304)

(10)(7 127) − 2612

(10)(9 734) − 3042
=
3 516
(56,11)(70,17)
soit ρx,y = 0,89 et ρ2
x,y = 0,79
Le t de Student empirique (d’après [3]) est égal à :
t∗
=
|ρx,y|

(1 − ρ2
x,y)
n − 2
=
0,89
0,1 620
= 5,49  t0,025
8 = 2,306
le coefficient de corrélation entre x et y est significativement différent de 0.
2) Limites de la notion de corrélation
a) La relation testée est linéaire
L’application de la formule [1] ou [2] ne permet de déterminer que des corréla-
tions linéaires entre variables. Un coefficient de corrélation nul indique que la
covariance entre la variable x et la variable y est égale à 0. C’est ainsi que deux
variables en totale dépendance peuvent avoir un coefficient de corrélation nul,
comme l’illustre l’exemple suivant : l’équation d’un cercle nous est donnée
par (x − x1)2
+ (y − y1)2
= R2
, les variables x et y sont bien liées entre elles
fonctionnellement (graphique 7) et pourtant leur covariance est nulle et donc
leur coefficient de corrélation égal à 0.
Pour pallier cette limite, il convient éventuellement de transformer les
variables, préalablement au calcul du coefficient de corrélation, afin de linéariser
 


	23. leur relation, par  exemple au moyen d’une transformation de type logarith-
mique.
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Graphique 7 – Relation fonctionnelle n’est pas corrélation linéaire
b) Corrélation n’est pas causalité
Le fait d’avoir un coefficient de corrélation élevé entre deux variables ne signi-
fie pas qu’il existe un autre lien que statistique. En d’autres termes, une cova-
riance significativement différente de 0 n’implique pas une liaison d’ordre éco-
nomique, physique ou autre. Nous appelons corrélation fortuite ce type de cor-
rélation que rien ne peut expliquer.
L’exemple le plus fameux concerne la forte corrélation existante entre le
nombre de taches solaires observées et le taux de criminalité aux États-Unis.
Cela ne signifie pas qu’il existe une relation entre les deux variables, mais
qu’une troisième variable, l’évolution de long terme (la tendance) ici, explique
conjointement les deux phénomènes. La théorie de la cointégration traite de ce
problème (cf. chapitre 11).
0
 


	24. 2. Le modèle
de  régression simple
N
ous commençons notre étude par le modèle le plus simple : une
variable endogène est expliquée par une variable exogène.
Après avoir étudié les conséquences probabilistes de l’erreur
d’observation, nous présentons en I. les formules de base permettant
d’estimer les paramètres du modèle. Les hypothèses stochastiques et
leurs conséquences sont étudiées au paragraphe II.
En III. et IV., la qualité de l’estimation d’un modèle est examinée à l’aide
des premiers tests statistiques (Student, Fisher).
Enfin, en V., le modèle de régression simple est étudié en tant qu’outil de
prévision avec le degré de confiance que nous pouvons en attendre.
I. Présentation du modèle
A. Exemple introductif
Soit la fonction de consommation keynésienne :
C = a0 + a1 Y
où :
C = consommation,
Y = revenu,
a1 = propension marginale à consommer,
a0 = consommation autonome ou incompressible.
Le modèle de régression simple  13
 


	25. 1) Vocabulaire
• La  variable consommation est appelée « variable à expliquer » ou « variable
endogène ».
• La variable revenu est appelée « variable explicative » ou « variable exogène »
(c’est le revenu qui explique la consommation).
• a1 et a0 sont les paramètres du modèle ou encore les coefficients de régression.
2) Spécification
Nous pouvons distinguer deux types de spécifications :
• Les modèles en série temporelle, les variables représentent des phénomènes
observés à intervalles de temps réguliers, par exemple la consommation et le
revenu annuel sur 20 ans pour un pays donné. Le modèle s’écrit alors :
Ct = a0 + a1 Yt t = 1,. . . , 20
où :
Ct = consommation au temps t,
Yt = revenu au temps t.
• Les modèles en coupe instantanée, les variables représentent des phénomènes
observés au même instant mais concernant plusieurs individus, par exemple la
consommation et le revenu observés sur un échantillon de 20 pays. Le modèle
s’écrit alors :
Ci = a0 + a1 Yi i = 1,. . . , 20
où :
Ci = consommation du pays i pour une année donnée,
Yi = revenu du pays i pour une année donnée.
B. Rôle du terme aléatoire
Le modèle tel qu’il vient d’être spécifié n’est qu’une caricature de la réalité.
En effet ne retenir que le revenu pour expliquer la consommation est à l’évi-
dence même insuffisant ; il existe une multitude d’autres facteurs susceptibles
d’expliquer la consommation. C’est pourquoi nous ajoutons un terme (εt )
qui synthétise l’ensemble de ces informations non explicitées dans le mo-
dèle : Ct = a0 + a1 Yt + εt si le modèle est spécifié en série temporelle
(Ci = a0 + a1 Yi + εi si le modèle est spécifié en coupe instantanée), où εt repré-
sente l’erreur de spécification du modèle, c’est-à-dire l’ensemble des phéno-
mènes explicatifs de la consommation non liés au revenu. Le terme εt mesure la
14  ÉCONOMÉTRIE
 


	26. différence entre les  valeurs réellement observées de Ct et les valeurs qui auraient
été observées si la relation spécifiée avait été rigoureusement exacte. Le terme
εt regroupe donc trois erreurs :
– une erreur de spécification, c’est-à-dire le fait que la seule variable expli-
cative n’est pas suffisante pour rendre compte de la totalité du phénomè-
ne expliqué ;
– une erreur de mesure, les données ne représentent pas exactement le phé-
nomène ;
– une erreur de fluctuation d’échantillonnage, d’un échantillon à l’autre les
observations, et donc les estimations, sont légèrement différentes.
Le modèle de régression simple  15
Année Revenu
1 8 000
2 9 000
3 9 500
4 9 500
5 9 800
6 11 000
7 12 000
8 13 000
9 15 000
10 16 000
Tableau 1 – Évolution du revenu moyen par habitant en dollars
Sachant que la propension marginale à consommer est de 0,8 et que la consomma-
tion incompressible est 1 000, on demande :
1) de calculer la consommation théorique sur les 10 ans ;
2) considérant que notre erreur d’observation suit une loi normale de moyenne 0 et de
variance 20 000, de générer cette variable aléatoire et de calculer une consommation
observée tenant compte de cette erreur.
Solution
Les calculs des questions 1) et 2) sont présentés dans le tableau 2.
La consommation théorique (colonne 3) est calculée par application directe de la
formule : Ct = 1 000 + 0,8 Yt .
Génération d’une consommation aléatoire
Le tableau 1 présente le revenu moyen par habitant sur 10 ans exprimé en dollars
pour un pays.

Exercice n° 1
fichier C2EX1
 


	27. La génération de  la variable aléatoire εt (εt → N(0 ; 20 000)) ne pose pas de diffi-
culté particulière ; bien entendu il en existe une infinité, un exemple en est présenté en
colonne 4.
La consommation « observée » (colonne 5) est donc égale à Ct = 1 000 + 0,8 Yt + εt ,
soit la somme de la colonne 3 et de la colonne 4.
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Tableau 2 – Calcul de la consommation observée
(1) (2) (3) (4) (5)
Année Revenu Consommation Aléa Consommation
disponible théorique εt observée
1 8 000 7 400 – 10,01 7 389,99
2 9 000 8 200 – 30,35 8 169,65
3 9 500 8 600 231,71 8 831,71
4 9 500 8 600 52,84 8 652,84
5 9 800 8 840 – 51,92 8 788,08
6 11 000 9 800 – 183,79 9 616,21
7 12 000 10 600 – 6,55 10 593,45
8 13 000 11 400 – 213,89 11 186,11
9 15 000 13 000 – 241,91 12 758,09
10 16 000 13 800 69,62 13 869,62
Moyenne : – 38,42
Écart type : 137,24
1. Il ne faut pas confondre : estimateur 
a de a et estimation de 
a qui est la valeur particulière de
l’estimateur pour un échantillon.
Nous observons que la moyenne de εt , ε = −38,42 et la variance de εt , Var(εt ) =
18 834,81 sont légèrement différentes des valeurs théoriques. Cela est la conséquence
du tirage particulier d’un échantillon de taille assez faible (dix observations).
C. Conséquences du terme aléatoire
Dans l’exercice précédent, les valeurs vraies a0 et a1 sont parfaitement connues,
cependant, dans la réalité, nous ne connaissons pas ces valeurs mais seulement
les deux séries d’observations Ct et Rt . Les estimateurs1 de a0 et a1 , notés res-
pectivement 
a0 et 
a1 , sont des variables aléatoires, qui suivent les mêmes lois de
probabilité, celle de εt , puisqu’ils sont fonctions de la variable aléatoire εt . Les
caractéristiques de moyenne et d’écart type de ces coefficients permettent de
construire des tests de validité du modèle estimé.
 


	28. II. Estimation des  paramètres
A. Modèle et hypothèses
Soit le modèle suivant :
yt = a0 + a1 xt + εt pour t = 1,. . . ,n
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Graphique 1 – Histogramme de la distribution de 150 
a1
Fréquence
Coefficient â1
Fréquence
Si à l’aide d’un programme informatique ( C2EX1.PRG) nous construi-
sons 150 échantillons de valeurs différentes pour la variable aléatoire
εt → N(0 ; 20 000), nous allons alors trouver 150 estimations de a1 légèrement
différentes entre elles dont la distribution aura la forme de l’histogramme du
graphique 1.
Cette distribution a pour moyenne 0,801 et écart type 0,032, nous pouvons
observer qu’elle est à peu près symétrique par rapport à la moyenne et qu’elle a
la forme d’une courbe en « cloche » : tous ces éléments suggèrent bien une dis-
tribution normale de : a1 → N(0,801 ; 0,032) . Cela est la conséquence directe
de la normalité des erreurs.
 


	29. avec :
yt =  variable à expliquer au temps t ;
xt = variable explicative au temps t ;
a0,a1 = paramètres du modèle ;
εt = erreur de spécification (différence entre le modèle vrai et le modèle
spécifié), cette erreur est inconnue et restera inconnue ;
n = nombre d’observations.
Hypothèses
• H1 : le modèle est linéaire en xt (ou en n’importe quelle transformation de xt ).
• H2 : les valeurs xt sont observées sans erreur (xt non aléatoire).
• H3 : E(εt ) = 0, l’espérance mathématique de l’erreur est nulle : en moyenne le
modèle est bien spécifié et donc l’erreur moyenne est nulle.
• H4 : E(ε2
t ) = σ2
ε , la variance de l’erreur est constante1 : le risque de l’amplitu-
de de l’erreur est le même quelle que soit la période.
• H5 : E(εt εt′ ) = 0 si t = t′
, les erreurs sont non corrélées (ou encore indépen-
dantes) : une erreur à l’instant t n’a pas d’influence sur les erreurs sui-
vantes.
• H6 : Cov(xt ,εt ) = 0, l’erreur est indépendante de la variable explicative.
B. Formulation des estimateurs
En traçant un graphique (2) des couples de données liant le revenu et la consom-
mation observée, nous obtenons un nuage de points que nous pouvons ajuster à
l’aide d’une droite.
L’estimateur des coefficients a0 et a1 est obtenu en minimisant la distance au
carré entre chaque observation et la droite, d’où le nom d’estimateur des
moindres carrés ordinaires (MCO).
La résolution analytique est la suivante :
Min
t=n

t=1
ε2
t = Min
t=n

t=1
(yt − a0 − a1xt )2
= Min S
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1. Cette hypothèse s’appelle l’hypothèse d’homoscédasticité ; dans le cas où cette hypothèse n’est
pas vérifiée, on parle alors de modèle hétéroscédastique.
 


	30. En opérant par  dérivation par rapport à a0 et a1 afin de trouver le minimum1
de cette fonction, on obtient les résultats suivants :
δS
δa0
=−2

t
(yt − â0 − â1xt ) = 0 et
δS
δa1
=−2

t
xt (yt − â0 − â1xt ) = 0
Sommant par rapport à t, il vient :

t
xt yt −
a0

t
xt −
a1

t
x2
t = 0

t
yt − n
a0 −
a1

t
xt = 0
qu’on appelle les équations normales et qui impliquent que :

a1 =
t=n

t=1
(xt − x)(yt − y)
t=n

t=1
(xt − x)2
=
t=n

t=1
xt yt − nx y
t=n

t=1
x2
t − nx2

a0 = y −
a1x
[1]
[2]
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1. Nous considérons les conditions du deuxième ordre comme vérifiées car la fonction est convexe.
Graphique 2 – Ajustement d’un nuage de points par une droite
 


	31. Estimation des coefficients  de régression
À partir des données du tableau 2 de l’exercice 1, on demande de calculer les esti-
mations de 
a0 et 
a1 .
Solution
Le tableau 3 présente les calculs à effectuer.
Nous pouvons faire deux remarques :
– l’écriture du modèle n’est pas neutre ;
La spécification : yt = a0 + a1 xt + εt n’est pas équivalente à :
xt = a′
0 + a′
1 yt + ε′
t . Dans le premier modèle, xt est la cause de yt , alors que dans
la deuxième spécification, c’est yt qui est la cause de xt .
Nous remarquons que : 
a1 ×
a′
1 = ρ2
(ρ = coefficient de corrélation entre x et y ) ;
– le coefficient a1 représente la pente de la droite ou encore une propension
marginale.
Nous avons : 
yt = 
a1
xt . L’impact d’une variation de xt se mesure direc-
tement sur yt au travers du coefficient 
a1 .
Cas particulier : modèle sans terme constant
La théorie économique postule parfois des relations dans lesquelles a0 = 0 :
c’est le cas par exemple pour une fonction de production de produit industriel
où le facteur de production (unique) nul entraîne une production nulle.
L’estimation de a1 est alors donnée par la formule suivante :

a1 =
t=n

t=1
xt yt
t=n

t=1
x2
t
[3]
Nous remarquons qu’il s’agit de l’application de la formule [1] dans laquel-
le x et y sont nulles. Dans le cas de variables centrées1, c’est donc cette formu-
le [3] qu’il convient d’employer car le terme constant est nul.
20  ÉCONOMÉTRIE
1. Les données sont centrées lorsque les observations sont centrées sur leur moyenne : (xt − x),
la somme des données centrées est donc par construction nulle.

Exercice n° 2
fichier C2EX2
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Tableau 3 – Calcul d’un coefficient de régression
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)
t yt xt yt − y xt − x (5)* (5) (4)* (5)
1 7 389,99 8 000 – 2 595,59 – 3 280 10 758 400 8 513 518
2 8 169,65 9 000 – 1 815,93 – 2 280 5 198 400 4 140 300
3 8 831,71 9 500 – 1 153,87 – 1 780 3 168 400 2 053 879
4 8 652,84 9 500 – 1 332,74 – 1 780 3 168 400 2 372 268
5 8 788,08 9 800 – 1 197,50 – 1 480 2 190 400 1 772 292
6 9 616,21 11 000 – 369,37 – 280 78 400 103 422
7 10 593,45 12 000 607,88 720 518 400 437 670
8 11 186,11 13 000 1 200,54 1 720 2 958 400 2 064 920
9 12 758,09 15 000 2 772,52 3 720 13 838 400 10 313 755
10 13 869,62 16 000 3 884,05 4 720 22 278 400 18 332 692
Somme 99 855,75 112 800 0 0 64 156 000 50 104 729
Moyenne 9 985,57 11 280 0 0 6 415 600 5 010 472

a1 =
t=n

t=1
(xt − x)(yt − y)
t=n

t=1
(xt − x)2
=
50 104 729
64 156 000
= 0,78

a0 = y −
a1x = 9 985,57 − 0,78 × 11 280 = 1 176,08
Ces estimations sont à comparer aux valeurs vraies (respectivement 0,8 et 1 000),
les différences importantes en ce qui concerne surtout le terme constant sont imputables
à l’aléa d’observation qui « perturbe » l’estimation des coefficients.
C. Les différentes écritures du modèle :
erreur et résidu
Le modèle de régression simple peut s’écrire sous deux formes selon qu’il s’agit
du modèle théorique spécifié par l’économiste ou du modèle estimé à partir d’un
échantillon.
• Modèle théorique spécifié par l’économiste avec εt l’erreur inconnue :
yt = a0 + a1xt + εt
• Modèle estimé à partir d’un échantillon d’observations :
yt = 
a0 +
a1xt + et = 
yt + et et = résidu
(Bien noter les « chapeaux » sur les a.)
 


	33. Le résidu observé  et est donc la différence entre les valeurs observées de la
variable à expliquer et les valeurs ajustées à l’aide des estimations des coeffi-
cients du modèle ;
ou encore :

yt = 
a0 +
a1xt
D. Propriétés des estimateurs
yt = a0 + a1xt + εt
y = a0 + a1x + ε
[4]
[5]
[4] − [5] = yt − y = a1(xt − x) + (εt − ε)
En remplaçant dans la formule [1] de l’estimateur 
a1, yt − y par son expression,
on obtient :

a1 = a1 +
t=n

t=1
(xt − x)(εt − ε)
t=n

t=1
(xt − x)2
= a1 +
t=n

t=1
(xt − x)εt
t=n

t=1
(xt − x)2
[6]
car ε
n

t=1
(xt − x) = ε
n

t=1
xt − ε n x = εnx − εnx = 0 avec x =
n

t=1
xt
n
• Les estimateurs sont-ils sans biais ?
(Rappel : un estimateur est sans biais si E(
a) = a.)

a1 = a1 +
t=n

t=1
(xt − x)εt
t=n

t=1
(xt − x)2
[7]
d’où : E(
a1) = E(a1) +
t=n

t=1
(xt − x)E(εt )
t=n

t=1
(xt − x)2
Soit E(
a1) = a1 car E(εt ) = 0
De même on démontre que E(
a0) = a0 .
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	34. y = 
a0  +
a1x
y = a0 + a1x + ε
→ 
a0 = a0 + ε − (
a1 − a1)x
E(
a0) = a0 + E(ε) − E((
a1 − a1)x) = a0
car E(
a1 − a1) = 0 et E(ε) = 0
car E(ε) est par hypothèse nulle, E
 n

t=1
εt

= 0
 Les estimateurs sont sans biais.
• Les estimateurs sont-ils convergents ?
Puisque les estimateurs sont sans biais, il suffit pour qu’ils soient convergents
que :
Lim V(
a1) → 0 lorsque n → ∞ où V(
a1) est la variance de 
a1 .
V (
a1) = E{
a1 − E(
a1)}2
= E(
a1 − a1)2
= E












t=n

t=1
(xt − x)εt
t=n

t=1
(xt − x)2






2





(d’après [7])
V(
a1) = E

t
wt εt
2

= E


t
w2
t ε2
t + 2

tt′
wt wt′ εt εt′

avec wt =
(xt − x)
t=n

t=1
(xt − x)2
V(
a1) =

t
w2
t E(ε2
t ) + 2

tt′
wt wt′ E(εt εt′ )
Or, d’après les hypothèses :
– H4 E(ε2
t ) = σ2
ε ;
– H5 E(εt εt′ ) = 0 si t = t′
.
V(
a1) =

t
w2
t σ2
ε =
σ2
ε

t
(xt − x)2
[8]
Lorsque n → ∞ alors

t
(xt − x)2
tend également vers ∞ , d’où V(
a1) tend
vers 0 puisque σ2
ε est constant.
Nous pouvons observer sur l’expression de la variance de 
a1 que cet estima-
teur est d’autant plus précis que

t
(xt − x)2
est élevé, c’est-à-dire lorsque :
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	35. – le nombre  d’observations est important ;
– et/ou les valeurs de la variable explicative sont très dispersées autour de la
moyenne.
Une démonstration analogue pour 
a0 conduit aux résultats suivant :
V(
a0) = σ2
ε



1
n
+
x2

t
(xt − x)2


 [9]
Lim V(
a0) → 0 lorsque n → ∞ .
Nous remarquons que :
V(
a0) =
σ2
ε
n
+ x2
V(
a1) Cov(
a0,
a1) = −xV(
a1)
 Les estimateurs sont convergents.
III. Conséquences des hypothèses :
construction des tests
A. Hypothèse de normalité des erreurs
Nous allons maintenant introduire de nouveau l’hypothèse qui est celle de la
normalité des erreurs (cf. exercice 1). Cette hypothèse n’est pas indispensable
afin d’obtenir des estimateurs convergents mais elle va nous permettre de
construire des tests statistiques1 concernant la validité du modèle estimé.
Soit εt → N(0, σ2
ε )
Le graphique 3 illustre cette hypothèse sur la distribution des valeurs proje-
tées sur la droite des moindres carrés.
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1. En effet, cette hypothèse permet de définir la loi de probabilité des estimateurs.
Graphique 3 – Les erreurs suivent une loi normale
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B. Conséquences de l’hypothèse de normalité des erreurs
En préliminaire, cherchons un estimateur de la variance de l’erreur.
Le résidu est donné par :
et = yt − ŷt = yt − â1xt − â0
Sans rien changer à l’expression précédente, nous pouvons écrire :
et = yt − â1xt − â0 − â1x + â1x
Ou encore : et = yt − â1x − â0 − â1xt + â1x
Or y = â1x + â0
D’où : et = yt − y − â1(xt − x)
En remplaçant yt et y par leurs expressions [4] et [5], il vient :
et = (a1 −
a1)(xt − x) + (εt − ε)
Nous obtenons en élevant ce terme au carré et effectuant la somme sur les n
observations :

t
e2
t = (a1 −
a1)2

t
(xt − x)2
+

t
(εt − ε)2
+ 2(a1 −
a1)

t
(xt − x)(εt − ε)
Or d’après l’expression [6], nous avons :

t
(xt − x)(εt − ε) = −(a1 −
a1)

t
(xt − x)2
que nous remplaçons dans l’expression précédente et après simplification :

t
e2
t =

t
(εt − ε)2
− (a1 −
a1)2

t
(xt − x)2
En prenant l’espérance mathématique de cette dernière expression :
E
 
t
e2
t

= E
 
t
(εt − ε)2

− E

(a1 −
a1)2
 
t
(xt − x)2
Examinons les deux membres de cette équation.
• a) E

t
(εt − ε)2

= E

t
(ε2
t − 2εεt + ε2
)

= E

t
ε2
t − 2ε

t
εt +

t
ε2

= E

t
ε2
t − 2εnε + nε2

= E

t
ε2
t − 2nε2
+ nε2

= E
 
t
ε2
t − nε2

= E

t
ε2
t − ε

t
εt

= E


t
ε2
t −

t
εt
2
n

=
 
t
E(ε2
t ) −
1
n
E
 
t
εt
2

 


	37. Nous savons que  : E[ε2
t ] = σ2
ε
E
 
t
(εt − ε)2

= nσ2
ε −
1
n
E

ε1 + ε2 + . . . + εn
2
Or, d’après l’hypothèse d’indépendance des erreurs, les doubles produits
sont donc tous nuls. Nous obtenons alors :
E
 
t
(εt − ε)2

= nσ2
ε −
1
n
nσ2
ε = nσ2
ε − σ2
ε
• b) E

(a1 −
a1)2
 
t
(xt − x)2
= σ2
ε
En effet E

(a1 −
a1)2

=
σ2
ε

t
(xt − x)2
D’où :
E


t
e2
t

= (n − 1)σ2
ε − σ2
ε = (n − 2)σ2
ε
L’estimateur de la variance de l’erreur (σ2
ε ) noté 
σ2
ε est donc égal à :

σ2
ε =
1
n − 2

t
e2
t [10]
Ce qui nous permet de définir, en remplaçant la variance des erreurs par son
estimateur dans les expressions [8] et [9], les estimateurs empiriques1 de la
variance de chacun des coefficients.

σ2
â1
=

σ2
ε

t
(xt − x)2

σ2
â0
= 
σ2
ε



1
n
+
x2

t
(xt − x)2



[11]
L’hypothèse de normalité des erreurs implique que :

a1 − a1
σâ1
et

a0 − a0
σâ0
suivent une loi normale centrée réduite N(0, 1).
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1. Bien noter les chapeaux qui différencient les estimateurs théoriques (inconnus) des estima-
tions empiriques (calculables).
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n

t=1
e2
t
σ2
ε
= (n − 2)

σ2
ε
σ2
ε
suit une loi du χ2
(chi-deux) à n – 2 degrés de liberté1 (somme au carré de n – 2
variables aléatoires indépendantes normales centrées réduites).
Nous pouvons remarquer que (n − 2)

σ2
ε
σ2
ε
= (n − 2)

σ2
a
σ2
a
=
n

t=1
e2
t
σ2
â

t
(xt − x)2
suit donc aussi une loi du χ2
(chi-deux) à n – 2 degrés de liberté.
Il en résulte que :
⇒

a1 − a1

σâ1
et

a0 − a0

σâ0
(l’écart type théorique est remplacé par l’écart type
empirique) suivent une loi de Student à n – 2 degrés de liberté.
En effet

a1 − a1

σâ1
=

a1 − a1
σâ1

(n − 2)

σ2
â1
σ2
â1
1
(n − 2)
est le rapport d’une loi normale
centrée réduite à la racine carrée d’un chi-deux divisé par son degré de liberté.
Il est donc possible maintenant de mettre en place des tests statistiques afin
d’apporter des réponses à des problèmes tels que :
– comparaison d’un coefficient de régression par rapport à une valeur fixée ;
– comparaison de deux coefficients de régression provenant de deux échan-
tillons différents ;
– détermination d’un intervalle de confiance pour un coefficient.
C. Test bilatéral, test unilatéral et probabilité critique d’un test
1) Test bilatéral
Soit à tester, à un seuil de 5 %, l’hypothèse H0 : a1 = 0 contre l’hypothèse
H1 : a1 ≠ 0.
Nous savons que

a1 − a1

σâ1
suit une loi de Student à n – 2 degrés de liberté.
1. La notion de degré de liberté correspond au nombre de valeurs restant réellement à disposition
après une procédure d’estimaton statistique. Si un échantillon comprend 10 observations et
qu’on dispose en plus de la moyenne de cet échantillon, on ne peut choisir librement les valeurs
que pour 9 de ces observations, la dixième se déduisant de la valeur de la moyenne. Dans le
cas présent, le modèle de régression simple, le nombre de degrés de liberté est donc de
n − 2car nous avons estimé deux paramètres a0 et a1.
 


	39. Sous H0 (a1  = 0) le ratio appelé ratio de Student

a1 − 0

σâ1
suit donc une loi de
Student à n – 2 degrés de liberté. Le test d’hypothèses bilatéral consiste donc à com-
parer le ratio de Student empirique t∗
=
|
a1|

σâ1
à la valeur du t de Student lue dans la
table à n – 2 degrés de liberté1 et pour un seuil de probabilité égal à 5 %, soit si n –
2  30, t0,05
∞ = 1,96 (la table 2. de Student en fin du livre est tabulée pour les tests
bilatéraux). Si t*  t0,05
∞ = 1,96, nous rejetons l’hypothèse H0 (cf. graphique 4), le
coefficient théorique et inconnu a1 est significativement différent de 0.
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1. Si le degré de liberté est supérieur à 30, la loi de Student peut être approximée par une loi nor-
male.
Graphique 4 – Test bilatéral à 5 %
2) Test unilatéral
Soit à tester, à un seuil de 5 %, l’hypothèse H0 : a1 = 0 contre l’hypothèse
H1 : a1  0 ou a1  0 selon que le coefficient estimé soit positif ou négatif.
Le test d’hypothèses unilatéral consiste donc à comparer le ratio de Student
empirique t∗
=
|
a1|

σâ1
à la valeur du t de Student lue dans la table à n – 2 degrés
de liberté et pour un seuil de probabilité égal à 5 %, soit si n – 2  30,
t0,05
∞ = 1,65. Si t*  t0,05
∞ = 1,65 nous rejetons l’hypothèse H0 (cf. graphique 5),
le coefficient théorique et inconnu a1 est significativement différent de 0.
Attention, la table de Student en fin du livre est tabulée pour les tests bilatéraux,
il faut donc lire à 10 % = 2 × 0,05.
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Graphique 5 – Test unilatéral à 5 % (H1 : a1  0)
Remarque : si nous rejetons l’hypothèse H0 pour un test bilatéral, alors nous
rejetons forcément (pour un même seuil de probabilité) l’hypothèse H0 pour un
test unilatéral.
3) Probabilité critique d’un test
La probabilité critique – risque de rejeter à tort l’hypothèse H0 – ou encore
risque de première espèce est donnée par la valeur de la probabilité αc
telle que :
tαc
n−2 = t∗
=

a1

σâ1
, par la lecture sur une table de Student à n – 2 degrés de liberté.
La probabilité critique d’un test unilatéral peut directement se déduire de la
probabilité critique d’un test bilatéral par une simple division par 2 →
αc
unilatéral = αc
bilatéral /2 (opération inverse de celle de la lecture de la table).
Exemple : Pour t∗
= 2,53 et n – 2 = 20, soit à déterminer αc
tel que
tαc
20 = 2,53. Par lecture de la table de Student à 20 degrés de liberté, nous trou-
vons αc
= 2 % pour un test bilatéral et donc 1 % pour un test unilatéral.

Test de coefficient et intervalle de confiance
En reprenant les résultats de l’exercice 2, on demande de répondre aux questions
suivantes.
1) La propension marginale à consommer est-elle significativement différente de 0 ?
Exercice n° 3
fichier C2EX2
 


	41. 2) Quel est  l’intervalle de confiance au seuil (ou niveau) de 95 % pour la propension
marginale à consommer ?
Solution
1) La propension marginale à consommer est-elle significativement différente de 0 ?
Cette question est très importante en économétrie. En effet, dans le cas d’une répon-
se négative – le coefficient n’est pas significativement différent de 0 – la variable expli-
cative Revenu ne sera pas considérée comme étant explicative de la consommation
puisque son coefficient de pondération est nul.
Il peut paraître étonnant de tester la différence par rapport à zéro et non pas seule-
ment la positivité ou la négativité du coefficient de régression. En effet, il est commode
de ne s’interroger que sur la contribution de la variable explicative, qu’elle soit positive
ou négative.
Ce problème peut être formulé à l’aide de la théorie des tests à partir des deux hypo-
thèses suivantes :
H0 : a1 = 0
H1 : a1 = 0
Si nous rejetons l’hypothèse H0, à un seuil α 1 fixé, alors la propension marginale à
consommer est considérée comme étant significativement différente de 0. Le seuil le
plus communément employé est α = 0,05, soit un risque de rejeter à tort H0 de 5 %.
Nous savons que :

a1 − a1

σâ1
suit une loi de Student à n − 2 degrés de liberté.
Sous l’hypothèse H0, cette relation devient :

a1 − 0

σâ1
=

a1

σâ1
= t∗
â1 → loi de Student à n − 2 degrés de liberté.
t∗
â1 est appelé le ratio de Student.
Nous avons calculé 
a1 lors de l’exercice 2, il convient donc de calculer 
σâ1 ; or,
d’après [11],

σ2
â1 =

σ2
ε

t
(xt − x)2
, nous connaissons

t
(xt − x)2
= 64 156 000
(colonne 6 du tableau de calcul 3). L’estimateur de la variance de l’erreur nous est donné
par [10] :

σ2
ε =

t
e2
t
n − 2
, où et est le résidu de l’estimation (et = yt − 
yt )
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1. Le seuil α est aussi appelé risque de première espèce : c’est la probabilité de rejeter l’hypo-
thèse H0 bien qu’elle soit vraie.
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Tableau 4 – Calcul du résidu d’estimation

yt et e2
t
7 423,95 – 33,96 1 153,38
8 204,93 – 35,28 1 244,98
8 595,43 236,28 55 830,26
8 595,43 57,41 3 296,40
8 829,72 – 41,64 1 733,93
9 766,90 – 150,69 22 707,42
10 547,88 45,57 2 076,39
11 328,87 – 142,76 20 379,08
12 890,83 – 132,74 17 620,12
13 671,81 197,81 39 127,38
Somme 0,00 165 169,30
Moyenne 0,00 16 516,93
1. Les petites différences constatées sont dues à des problèmes d’arrondi.
a) Calcul de 
yt et de et
La série ajustée 
yt est calculée par application des estimations 
a0 et 
a1 :

yt = 
a0 +
a1 xt
soit 
y1 = 
a0 +
a1 x1 → e1 = y1 − 
y1

y1 = 1 176,08 + 0,78 × 8 000 = 7 423,95 1 → e1 = 7 389,99 − 7 423,95 = −33,96

y2 = 1 176,08 + 0,78 × 9 000 = 8 204,93 → e2 = 8 169,65 − 8 204,93 = −35,28
Les résultats sont consignés dans le tableau 4. Nous remarquons bien que

t
et = 0 (propriété de la méthode des moindres carrés).
b) Calcul de l’estimation de la variance de l’erreur et de l’écart type du coefficient
de régression.
L’estimation de la variance de l’erreur est donc égale à :

σ2
ε =

t
e2
t
n − 2
=
165 169,3
10 − 2
= 20 646,16
ce qui nous permet de calculer la variance estimée de 
a1 :

σ2
â1 =

σ2
ε

t
(xt − x)2
=
20 646,16
64 156 000
= 0,000 321 8
soit 
σâ1 = 0,017 9
c) Calcul du ratio de Student et règle de décision.
Nous savons que

a1

σâ1
= t∗
â1 est distribué selon une loi de Student à n − 2
degrés de liberté, la distribution d’échantillonnage sous H0 est donc représentée par le
graphe 6.
 


	43. La règle de  décision pour un seuil α est alors la suivante :
On calcule le ratio empirique de Student t∗
â1 =
â1
σ̂â1
(rapport du coefficient sur son
écart type)
– Si t∗
â1 est inférieur à −t
α/2
n−2 ou supérieur +t
α/2
n−2 alors on rejette l’hypothèse H0
(nous sommes dans la zone hachurée H1), le coefficient a1 est alors significativement
différent de 0 (on accepte a1 = 0) ; la variable explicative Rt est donc contributive à
l’explication de la variable Ct.
– Si t∗
â1 est compris dans l’intervalle ± t
α/2
n−2, alors nous ne sommes pas en mesure de
rejeter l’hypothèse H0 (donc on l’accepte), le coefficient a1 n’est pas significativement
différent de 0 (on accepte a1 = 0) ; la variable explicative Rt n’est donc pas explicati-
ve de la variable Ct.
Il est plus simple de profiter de la symétrie de la loi de Student et donc de calculer
la valeur absolue du ratio de Student et de la comparer directement à la valeur lue dans
la table.
La règle de décision pour un seuil α = 0,05 est alors la suivante :
– si t∗
â1 =
|
a1|

σâ1
 t0,025
n−2 → on rejette l’hypothèse H0, le coefficient a1 est alors
significativement différent de 0 (on accepte a1 = 0 ) ; la variable explicative Rt est donc
contributive à l’explication de la variable Ct ;
– si t∗
â1 =
|
a1|

σâ1
 t0,025
n−2 → on accepte l’hypothèse H0, le coefficient a1 n’est donc
pas significativement différent de 0 (on accepte a1 = 0 ) ; la variable explicative Rt
n’est donc pas contributive à l’explication de Ct .
Nous voyons l’importance que revêt ce test dans l’investigation économétrique ; en
effet, il permet de tester la pertinence d’une variable explicative qui figure dans un
modèle et sa contribution à l’explication du phénomène que l’on cherche à modéliser.
Dans notre exemple, nous calculons le ratio de Student :
t∗
â1 =
|
a1|

σâ1
=
0,78
0,017 9
= 43,57  t0,025
8 = 2,306 1 → a1 = 0
La propension marginale à consommer est donc significativement différente de 0,
la variable Revenu est bien explicative de la variable Consommation.
2) Détermination d’un intervalle de confiance, au seuil de 95 %, pour la propension
marginale à consommer.
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Graphique 6 – Distribution d’échantillonnage sous l’hypothèse H0
1. Les tables statistiques sont en fin d’ouvrage. Dans le cas d’un test unilatéral, il convient d’uti-
liser une table correspondant à ce type de test, c’est-à-dire dont seule la partie de gauche est
hachurée. Dans le cas d’un test bilatéral, ce sont les tables dont les deux parties extrêmes sont
hachurées. Bien entendu, cela n’est vrai que pour les lois de probabilité symétriques.
H1 −t
α/2
n−2 + t
α/2
n−2
 
H0
H1
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Nous savons que :

a1 − a1

σâ1
suit une loi de Student à n − 2 degrés de liberté, soit

a1 − a1

σâ1
= tα
n−2 , l’intervalle de
confiance nous est donné (cf. graphe 4) par :

a1 − a1

σâ1
= ± t
α/2
n−2 → a1 = 
a1 ±
σâ1 × t
α/2
n−2
Application numérique pour un seuil α = 0,95 :
a1 = 0,78 ± 2,306 × 0,0179
Nous avons donc un risque de 5 % que le véritable coefficient a1 se trouve à l’extérieur
de l’intervalle [0,74 ; 0,82] ; nous constatons que 0 ne figure pas dans cet intervalle de confian-
ce, ce qui est bien entendu cohérent avec la question précédente.
IV. Équation et tableau d’analyse
de la variance
A. Équation d’analyse de la variance
Démontrons les deux relations suivantes :
–

t
et = 0 : la somme des résidus est nulle (la droite de régression passe
par le point moyen1).
yt = 
a0 +
a1xt + et →

t
yt =

t

a0 +
a1

t
xt +

t
et →

t
yt − n
a0 −
a1

t
xt =

t
et or 
a0 = y −
a1x , en divisant par n il apparaît que

t
et = 0 .
–

t
yt =

t

yt , il y a égalité entre la moyenne de la série à expliquer et la
moyenne de la série ajustée.
yt − 
yt = et →

t
yt −

t

yt =

t
et = 0 → y = 
y
De ces deux relations nous pouvons en déduire l’équation fondamentale
d’analyse de la variance :

t
(yt − y)2
=

t
(
yt − 
y)2
+

t
e2
t
SCT = SC E +SC R
[12]
1. Cela n’est vrai que pour les modèles comportant un terme constant, ou bien, pour les modèles
sans terme constant, si les données sont centrées sur leur moyenne.
 


	45. La variabilité totale  (SCT) est égale à la variabilité expliquée (SCE) + la
variabilité des résidus (SCR).
Cette équation va nous permettre de juger de la qualité de l’ajustement d’un
modèle. En effet, plus la variance expliquée est proche de la variance totale,
meilleur est l’ajustement du nuage de points par la droite des moindres carrés.
Il est d’usage de calculer le rapport :
R2
=

t
(
yt − y)2

t
(yt − y)2
= 1 −

t
e2
t

t
(yt − y)2
[13]
R2
est appelé le coefficient de détermination, et R le coefficient de corrélation
multiple (dans le cas particulier du modèle de régression à une seule variable
explicative, il est égal au coefficient de corrélation linéaire simple entre x et y ).
B. Tableau d’analyse de la variance
Le tableau 5 présente l’analyse de la variance pour un modèle de régression simple.
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Tableau 5 – Analyse de la variance par une régression simple
Source Somme Degré Carrés
de variation des carrés de liberté moyens
x SC E =

t
(
yt − y)2
1 SC E/1
Résidu SC R =

t
e2
t
n − 2 SC R/(n − 2)
Total SCT =

t
(yt − y)2
n − 1
Les degrés de liberté correspondent au nombre de valeurs que nous pouvons
choisir arbitrairement (par exemple, pour la variabilité totale, connaissant n − 1
valeurs, nous pourrons en déduire la n-ième, puisque nous connaissons la
moyenne y ).
Le test H0 : a1 = 0 est équivalent au test d’hypothèse1 H0 : SC E = 0 (la
variable explicative xt ne contribue pas à l’explication du modèle).
Soit le test d’hypothèses H0 : SC E = 0 contre l’hypothèse H1 : SC E =
/ 0.
La statistique2 de ce test est donnée par :
1. Cela n’est vrai que dans le cas du modèle de régression simple.
2. Nous comparons la somme des carrés expliqués SCE à la somme des carrés des résidus SCR
qui est représentative de la somme des carrés théoriquement la plus faible.
 


	46. F∗
=
SC E
ddlSC E
SC  R
ddlSC R
=

t
(
yt − y)2
1

t
e2
t
(n − 2)
[14]
Ou encore :
F∗
=
SC E
ddlSC E
SC R
ddlSC R
=

t
(
yt − y)2
1

t
e2
t
(n − 2)
=
R2
1
(1 − R2
)
(n − 2)
[15]
La statistique F∗
est le rapport de la somme des carrés expliqués par xt sur la
somme des carrés des résidus, chacune de ces sommes étant divisée par son
degré de liberté respectif. Ainsi, si la variance expliquée est significativement
supérieure à la variance résiduelle, la variable xt est considérée comme étant une
variable réellement explicative.
F∗
suit une statistique de Fisher à 1 et n − 2 degrés de liberté. Si F∗
 Fα
1;n−2
nous rejetons au seuil α l’hypothèse H0 d’égalité des variances, la variable xt est
significative ; dans le cas contraire, nous acceptons l’hypothèse d’égalité des
variances, la variable xt n’est pas explicative de la variable yt.
En effet,

â1 − a1
2
σ2
ε /
!
t (xt − x)2
suit une loi du χ2
(chi-deux) à un degré de li-
berté (carré d’une variable aléatoire normale centrée réduite) et
n

t=1
e2
t
σ2
ε
= (n − 2)
σ̂2
ε
σ2
ε
= (n − 2)
σ̂2
âi
σ2
âi
suit une loi du χ2
(chi-deux) à n − 2 degrés de
liberté (somme au carré de n − 2 variables aléatoires indépendantes normales
centrées réduites).
En effectuant le rapport des deux chi-deux on obtient : F∗
=
(â1 − a1)2

t
(xt − x)2

t
e2
t
(n − 2)
,
soit sous H0 (a1 = 0) F∗
=
â2
1

t
(xt − x)2

t
e2
t
(n − 2)
=
SC E
1
SC R
(n − 2)
suit une loi de Fisher à 1
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	47. et n −  2 degrés de liberté (rapport de chi-deux divisés par leurs degrés de
liberté).
En effet, nous avons SC E =

t
(ŷt − y)2
= â2
1

t
(xt − x)2
car
ŷt − y = â0 + â1xt − â0 − â1x = â1(xt − x).
Nous remarquons :
F∗
=

t∗
â1
2
=

â1
σ̂â1
2
=
â2
1
σ̂2
ε /

t
(xt − x)2
=
â2
1

t
(xt − x)2

t
e2
t /(n − 2)
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Équivalence des tests et analyse de la variance
Un agronome cherche à estimer la relation liant la production de maïs yi au taux de
bauxite xi se trouvant dans la terre en formalisant la relation :
yi = a0 + a1 xi + εi
À partir d’une étude statistique portant sur 85 parcelles de terre, un économètre lui
fournit les résultats suivants :
yi = 132,80 − 1,1 xi + ei i = 1,. . . , 85
(4,3) (10,2)
(·) = ratio de Student

i
e2
i = 6 234,32
1) Montrer que tester l’hypothèse H0 : a1 = 0 revient à tester l’hypothèse r = 0, où r
est le coefficient de corrélation linéaire simple entre yi et xi ; le calculer.
2) Construire le tableau d’analyse de la variance et vérifier les résultats obtenus en 1) à
partir du test de Fisher.
3) Le coefficient a1 est-il significativement inférieur à −1 ?
Solution
1) Les observations ne sont pas datées, le modèle est spécifié en coupe instantanée.
Pour tester l’hypothèse H0 : a1 = 0 , nous comparons le ratio de Student empirique
t∗
= 10,2 à la valeur critique t0,05
83 = 1,96 1.

Exercice n° 4
1. Le degré de liberté de la loi de Student étant supérieur à 30, il est licite de l’approximer par
une loi normale, 1,96 est la valeur de la loi normale à un seuil de 0,05 (test bilatéral).
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Puisque t∗
est largement supérieur à 1,96, nous rejetons l’hypothèse H0, a1 est donc
significativement différent de 0. Le taux de bauxite est un facteur explicatif (négatif) de
la production de maïs.
L’écart type du coefficient 
a1 est égal à : 
σâ1 = 
a1/t∗
= 0,107.
Montrons l’équivalence de ce test avec H0 : r = 0.
Le coefficient de corrélation linéaire simple est égal à :
r =

i
(xi − x)(yi − y)

i
(xi − x)2

i
(yi − y)2
→ r2
=


i
(xi − x)(yi − y)
2

i
(xi − x)2

i
(yi − y)2
Or, d’après [1], nous savons que :

a1 =

i
(xi − x)(yi − y)

i
(xi − x)2
→ r2
=

a1

i
(xi − x)(yi − y)

i
(yi − y)2
=
SC E
SCT
= R2
En effet :

a1

i
(xi − x)(yi − y) = 
a1 ×
a1

i
(xi − x)2
= 
a2
1

i
(xi − x)2
=

i
(
a1xi −
a1x)2
=

i
(
yi −
a0 − y +
a0)2
=

i
(
yi − y)2
= SC E
Pour le modèle de régression simple, nous avons égalité entre le coefficient de déter-
mination et le carré du coefficient de corrélation.
Nous avons la relation :
F∗
=
R2
(1 − R2)/(n − 2)
=
r2
(1 − r2)/(n − 2)
= (t∗
)2
donc on en déduit :
t∗
=
r
√
(n − 2)
#
(1 − r2)
qui suit une loi de Student à n − 2 degrés de liberté.
Ceci permet de tester si la relation entre yi et xi est significative, ou encore si le
coefficient r est significativement différent de 0. Le calcul du coefficient de corrélation
ne pose alors plus de problème :
t∗
= 10,2 =
r
√
83
#
(1 − r2)
→ r2
= 0,556 → |r| = 0,7451
1. Nous savons que le coefficient r est en réalité négatif puisque le coefficient de régression 
a1
est lui-même négatif.
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2)  Pour construire le tableau d’analyse de la variance, il nous faut connaître :
SC E =

i
(
yi − y)2
SC R =

i
e2
i
SCT =

i
(yi − y)2
Or, d’après [13], nous avons : R2
= 1 −

i
e2
i

i
(yi − y)2
= 1 −
SC R
SCT
R2
= r2
= 0,556, la connaissance de SC R =

i
e2
i = 6 234,32 permet de déterminer
SCT = 14 041,26 ainsi que, d’après [12], SC E = 7 806,94 . Nous pouvons mainte-
nant construire le tableau 6 d’analyse de la variance.
Tableau 6 – Analyse de la variance
Source Somme Degré Carrés
de variation des carrés de liberté moyens
xi SC E = 7 806,94 1 7 806,94
Résidu SC R = 6 234,32 85 – 2 75,11
Total SCT = 14 041,26 85 – 1
H0 H1
a1 = 0 a1 = 0
rx,y = 0 rx,y = 0
SC E = 0 SC E = 0
. F∗
=
SC E/1
SC R/(n − 2)
=
7 806,94
75,11
= 103,94  F0,05
1,83 = 3,96
Nous remarquons que F∗
= (t∗
)2
.
Dans le modèle de régression simple, il y a équivalence à tester :
Le premier test porte sur la pente de la droite de régression, le deuxième test sur le
coefficient de corrélation entre x et y et, enfin, le troisième a pour but de juger si la
somme des carrés expliqués est significative, ces trois tests néanmoins répondent à la
même interrogation.
3) Le coefficient a1 est-il significativement inférieur à – 1 ?
La formulation des hypothèses est la suivante :
H0 : a1 = −1
H1 : a1  −1
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Sous l’hypothèse H0, nous avons :
|
a1 − a1|

σâ1
=
|
a1 − (−1)|

σâ1
=
| − 1,1 + 1|
0,107 8
= 0,92  t0,05
= 1.651
Nous acceptons l’hypothèse H0, a1 n’est pas significativement différent de – 1.
Nous pouvons aussi répondre à cette question en vérifiant que la valeur – 1 est compri-
se dans l’intervalle de confiance :
a1 = 
a1 ± 1,96 
σâ1 → a1 ∈ [− 1,31 ; − 0,89]
(Attention : t0,05
= 1,96 car le test est maintenant bilatéral.)
1. Valeur de la loi normale au seuil de 5 % ; en effet il s’agit d’un test unilatéral.
V. La prévision dans le modèle
de régression simple
Lorsque les coefficients du modèle ont été estimés, il est possible de cal-
culer une prévision à un horizon h .
Soit le modèle estimé sur la période t = 1,. . . , n : yt = 
a0 +
a1 xt + et ,
si la valeur de la variable explicative xt est connue en n + 1(xn+1), la pré-
vision est donnée par : 
yn+1 = 
a0 +
a1 xn+1 .
Montrons que cette prévision est sans biais.
L’erreur de prévision est égale à : en+1 = yn+1 − 
yn+1
que l’on peut écrire : en+1 = (a0 + a1 xn+1 + εn+1) − (
a0 +
a1 xn+1)
soit : en+1 = (a0 −
a0) + (a1 −
a1)xn+1 + εn+1 . En se référant aux hypothèses
du modèle, on a :
E(en+1) = 0
Une démonstration analogue permet d’obtenir E(en+h) = 0.
La prévision sans biais est donc obtenue par l’application directe du
modèle de régression estimé. Cependant, dans la pratique, il n’est que de
peu d’utilité de connaître la prévision si nous ne savons pas quel degré de
confiance nous pouvons lui accorder. Nous allons donc calculer la varian-
ce de l’erreur de prévision qui nous permet de déterminer un intervalle de
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confiance1  bornant la prévision. La variance de l’erreur de prévision est donnée
par :
V(en+1) = V

(
a0 − a0) + (
a1 − a1)xn+1 + εn+1

Puisque la variable xn+1 est certaine et l’erreur εn+1 est non autocorrélée avec les
εt cette expression peut s’écrire :
V(en+1) = V(
a0) + x2
n+1V(
a1) + 2xn+1Cov(
a0,
a1) + V(εn+1)
En remplaçant les variances et la covariance des coefficients par leurs expres-
sions d’après [9] et connaissant V(εn+1) = σ2
ε , nous obtenons :
V(en+1) =

σ2
ε
n
+ x2
V(
a1) + x2
n+1V(
a1) − 2xn+1xV(
a1) + σ2
ε

ou encore :
V(en+1) = V(yn+1 − 
yn+1) = 
σ2
ε



1
n
+
(xn+1 − x)2

t
(xt − x)2
+ 1


 [16]
Nous pouvons observer que, dans cette formule, la variance de l’erreur de
prévision est fonction de l’écart quadratique entre la variable exogène prévue et
la moyenne de cette même variable : plus la valeur prévue s’éloigne de cette
moyenne, plus le risque d’erreur est important. De même, nous remarquons que
la variance de l’erreur de prévision est une fonction inverse de la variabilité de
la série explicative.
L’hypothèse de normalité de εt permet alors de déterminer un intervalle à
(1 − α) % pour la prévision :
en+1 = yn+1 − 
yn+1 → N


0, σ2
ε



1
n
+
(xn+1 − x)2

t
(xt − x)2
+ 1






Soit

a0 +
a1xn+1 − yn+1

σε
$
%
%
%

1
n
+
(xn+1 − x)2

t
(xt − x)2
+ 1
→ tn−2 (Student à n − 2 d.d.l.)
yn+1 = 
yn+1 ± tα/2
n−2 
σε
$
%
%
%

1
n
+
(xn+1 − x)2

t
(xt − x)2
+ 1 [17]
1. Il est plus juste de parler d’intervalle de prédiction.
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Cas particulier
Lorsque nous utilisons le modèle de régression simple pour calculer une droite
de tendance (moindres carrés sur le temps), le modèle est spécifié ainsi :
Tt = 
a0 +
a1 t + et pour t = 1,. . . , n
Pour calculer la prévision à l’horizon h , nous employons la formule d’extra-
polation :

Tn+h = 
a0 +
a1(n + h), et l’intervalle de prédiction se trouve alors sur deux bran-
ches d’hyperbole1 (n + h − t)2
illustré par le graphique 7.
1. C’est l’effet « trompette », le lecteur devinera pourquoi...
Graphique 7 – Intervalle de la prévision par extrapolation de tendance
Prévision dans un modèle de régression simple
Nous reprenons le modèle consommation-revenu estimé lors de l’exercice 2 :
yt = 1 176,08 + 0,78 xt + et
(0,21) (43,53)
n = 10
(·) = t de Student
1) Calculer le coefficient de détermination et effectuer le test de Fisher permettant de
déterminer si la régression est globalement significative.

Exercice n° 5
fichier C2EX2
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1.  La distribution étant normale (loi continue), il est clair que la probabilité d’apparition de cha-
cune des valeurs de l’intervalle n’est pas identique. La valeur la plus probable se trouve au
centre de l’intervalle.
2) Quelle est la conséquence sur la consommation de l’augmentation du revenu de 8 % ?
3) Pour les années 11 et 12, on prévoit respectivement 16 800 et 17 000 dollars de reve-
nu par habitant. Déterminer la prévision de consommation pour ces deux années
ainsi que l’intervalle de prédiction au seuil de 95 %.
Solution
1) Pour calculer le coefficient de détermination, nous nous référons à la relation [15] :
F∗
=
R2
(1 − R2)/(n − 2)
=
r2
(1 − r2)/(n − 2)
= (t∗
)2
= 43,52
Soit : r2
= 0,99, nous pouvons alors calculer le Fisher empirique :
F∗
= 1895,3  F0,05
1,8 = 5,32 , la variable explicative est significative.
2) Augmentation de 8 % du revenu.
Nous avons :

ŷt = 
a1 
xt soit 
ŷt = 0,78 × 
xt = 0,78 × 0,08 = 0,062 4
La consommation augmente de 6,24 %, soit un peu moins que le revenu.
3) Les prévisions sont calculées par l’utilisation du modèle estimé.

y11 = 1 176,08 + 0,78 x11 = 1 176,08 + 0,78 × 16 800
= 14 280,08
L’intervalle de prévision [17] peut alors être calculé :
y11 = 
y11 ± t
α/2
n−2 
σε
$
%
%
%

1
n
+
(x11 − x)2

t
(xt − x)2
+ 1
avec :
n = 10

σε = 143,69 (d’après l’exercice 3)

t
(xt − x)2
= 64 156 000 (d’après l’exercice 3)
x = 11 280 (d’après l’exercice 2)
t
α/2
n−2 = 2,306
x11 = 16 800
y11 = 14 280,08 ± 2,306 × 180,32
IC = [13 864,24 ; 14 695,91]
La réalisation a 95 % de chance de se trouver à l’intérieur de cet intervalle1.
De même, pour l’année 12, nous obtenons :

y12 = 1 176,08 + 0,78 x12 = 1 176,08 + 0,78 × 17 000
= 14 436,08
y12 = 14 436,08 ± 2,306 × 182,32
IC = [14 015,65 ; 14 856,51]
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Comparaison de coefficients de régression
Un économiste spécialisé en économie du travail s’intéresse à la relation liant la
rémunération et la durée des études (théorie du capital humain). Pour ce faire, il dispo-
se d’un échantillon de 40 hommes et 25 femmes ayant le même âge, dont il relève la
rémunération annuelle (yi ), exprimée en milliers d’euros, et le nombre d’années
d’études (xi ).
Les estimations économétriques conduisent aux résultats suivants :
Pour les hommes :
yi = 18,60 + 1,8 xi + ei i = 1,. . . , 40 n1 = 40
(9,3) (5,2)
(·) = ratio de Student
R2
= 0,42
Pour les femmes :
yi = 14,50 + 0,7 xi + ei i = 1,. . . , 25 n2 = 25
(12,8) (2,5)
(·) = ratio de Student
R2
= 0,22
1) L’influence de la durée des études sur la rémunération vous semble-t-elle signifi-
cative ?
2) Existe-t-il une différence significative de l’impact de la durée des études sur la rému-
nération des hommes et des femmes ?
Solution
1) Pour répondre à cette première question, nous pouvons analyser soit les ratios de
Student, soit le coefficient de détermination.
Le ratio de Student empirique de la variable « années d’études » est égal à :
Pour les hommes :
t∗
âh =

ah

σâh
= 5,2  t0,05
38 = 1,96
Pour les femmes :
t∗
â f =

af

σâ f
= 2,5  t0,05
23 = 2,06
Les écarts types sont :

σâh = 0,34 et 
σâ f = 0,28
Les deux coefficients de régression sont donc significativement différents de 0. Il est
à noter que, pour les femmes, le coefficient de pondération des années d’études est plus

Exercice n° 6
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1.  Cette notion est importante : il s’agit de déterminer le seuil de probabilité à partir duquel on
accepte l’hypothèse H0. Plus ce seuil est faible, moins le risque de se tromper est important.
faible et moins significatif que celui des hommes. Les probabilités critiques1 sont, pour
les hommes, de αc
= 0,000 1 et de αc
= 0,02 pour les femmes (nous considérons le
coefficient comme non significativement différent de 0 au seuil de 2 %).
Le test de Fisher mené sur les coefficients de détermination conduit aux mêmes
résultats.
2) Ce problème se ramène à un test de différence de moyennes de variables aléatoires
normales indépendantes et de variances inégales.
H0 : ah = af H0 : d = ah − af = 0
H1 : ah = af H1 : d = ah − af = 0
Le rapport
(
ah −
af ) − (ah − af )

σâh−â f
suit une loi de Student à n1 + n2 − 4 degrés de
liberté.
Avec 
σ2
d̂
= 
σ2
â f + 
σ2
âh et 
d = 
ah −
af et sous l’hypothèse H0, le rapport s’écrit :

d

σd̂
= t∗
=
(1,8 − 0,7)
√
0,342 + 0,282
= 2,49  t0,05
61 = 1,96
Rappel : Var(a × x1 + b × x2) = a2
Var(x1) + b2
Var(x2) + 2abCov(x1,x2) où x1 et x2
sont deux variables aléatoires et a et b sont deux scalaires. Ici Cov(âh,âf ) = 0 car les
deux régressions sont indépendantes. D’où Var(âf − âh) = Var(âf ) + Var(âh).
Nous rejetons l’hypothèse H0, il existe une différence significative des coefficients
de régression : la durée des études des femmes a moins d’impact sur la rémunération
que la durée des études des hommes (sur cet échantillon...)
Nous pouvons déterminer la probabilité critique de ce test (probabilité à partir de
laquelle nous sommes amenés à accepter l’hypothèse H0). La lecture de la table de
Student à 61 degrés de liberté (sur la table ∞) indique une probabilité comprise entre
0,01 et 0,02 (la valeur exacte déterminée par la fonction Excel « loi.student »
est 0,0154). Le risque de se tromper en rejetant l’hypothèse H0 est donc de 1,54 % ;
compte tenu de ce très faible risque, nous rejetons l’hypothèse H0. Evidemment, plus la
probabilité critique est faible plus nous sommes confortés dans notre décision.

Exercice n° 7
Apprendre à manipuler les formules
Soit les résultats d’une estimation économétrique :
yt = 1,251 xt − 32,95 + et
n = 20
R2
= 0,23
σ̂ε = 10,66
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1) A partir des informations connues, on demande de retrouver les statistiques sui-
vantes : la somme des carrés des résidus (SCR), la somme des carrés totaux (SCT),
la somme des carrés expliqués (SCE), la valeur de la statistique du Fisher empirique
(F∗
) et l’écart type du coefficient â1(σ̂â1).
2) Le coefficient de la variable x est-il significativement supérieur à 1 ?
Solution
1) On sait que σ̂ε =

SCR
n − 2
= 10,66 ⇒ SCR = (10,66)2
× 18 = 2 045,44
Nous pouvons calculer SCE et SCT à l’aide du coefficient de détermination.
R2
= 0,23 = 1 − SC R/SCT
⇒ SCT = SC R/(1 − R2
) = 2045,44/(1 − 0,23) = 2 656,42
Or SCT = SCE + SCR ⇒ SCE = 610,98
Nous pouvons calculer maintenant :
F∗
=
R2
(1 − R2)/(n − 2)
=
SC E
SC R/(n − 2)
= 5,40 ⇒ t∗
=
√
F∗ = 2,32
(dans le cas d’un modèle de régression simple t∗2
= F∗
). Nous pouvons en déduire
l’écart type du coefficient : σ̂â1 =
â1
t∗
=
1,251
2,32
= 0,54.
2) On pose le test d’hypothèses :
H0 : a1 = 1 contre l’hypothèse H1 : a1  1
Sous H0, nous pouvons écrire :
t∗
â1
=
â1 − a1
σ̂â1
=
1,25 − 1
0,54
= 0,46  t0,05
18 = 1,734 1
⇒ nous sommes donc dans la
zone de l’acceptation de H0, le coefficient a1 n’est pas significativement supérieur
à 1.
1. Attention, comme le test est unilatéral et que la table de Student de cet ouvrage est tabulée direc-
tement pour α/2 (cas le plus général d’un test bilatéral), il convient donc ici de lire sur la table à
un seuil de 0,10 = 2 × 0,05.

Exercice n° 8
Apprendre à utiliser les formules
À partir d’un échantillon de 190 observations, on étudie la relation entre la variable
à expliquer yi et la variable explicative xi .
À l’aide des informations fournies ci-dessous reconstituez les huit valeurs man-
quantes signalées par VM1, ...VM8.
 


	57. 46  ÉCONOMÉTRIE
On  donne σx = 3,447 et x = 38,416
Solution
VM1 : directement par σ̂â0 =
â0
t∗
â0
= 262,76
VM2 : t∗
â1
=
√
F∗ =
√
778,96 = 27,91
VM3 : σ̂â1 =
σ̂ε
#!
(xi − x)2
, or σ̂ε = 322,88 ;
σx =

(xi − x)2
n − 1
d’où1
!
(xi − x)2
= (n − 1) × σ2
x = 189 × (3,447)2
= 2245,66
σ̂â1 =
σ̂ε
#!
(xi − x)2
=
322,88
√
2245,66
= 6,81
d’où VM4 = VM3 × VM2 = 190,15
VM5 : on sait que F∗
=
R2
/1
(1 − R2)/(n − 2)
=
R2
(1 − R2)/188
= 778,96 → R2
=
778,96
778,96 + 188
= 0,80
VM6 : y = â0 + â1 × x = −4364,928 + 190,15 × 38,416 = 2939,8
VM7 : SCR =
!
e2
i , or σ̂2
ε =
!
e2
i
n − 2
d’où
!
e2
i = (n − 2) × σ̂2
ε = 188 × (322,88)2
= 19 599 280.
VM8 : R2
=
SC E
SCT
= 1 −
SC R
SCT
→ SCT =
SC R
1 − R2
= 98 986 262
σy =
!
(yi − y)2
n − 1
=

SCT
n − 1
= 723,7
Dependent Variable: Y
Method: Least Squares
Sample: 1 190
Included observations: 190
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C –4364.928 VM1 –16.61141 0.0000
X VM4 VM3 VM2 0.0000
R-squared VM5 Mean dependent var VM6
S.E. of regression 322.8850 S.D. dependent var VM8
Sum squared resid VM7 F-statistic 778.9623
1. Nous prenons ici la formule de l’estimateur de l’écart type calculé à partir d’un échantillon,
donc nous divisons par n – 1.
 


	58. 3. Le modèle
de  régression multiple
L
e modèle linéaire général est une extension du modèle de régres-
sion simple abordé au chapitre précédent. Après avoir présenté le
modèle linéaire général (I), nous envisageons une procédure d’es-
timation des paramètres en étudiant les propriétés statistiques des esti-
mateurs (II). Les différents tests d’hypothèses concernant les coefficients
du modèle sont proposés en (III), et la section (IV) est consacrée à l’analy-
se de la variance ainsi qu’aux tests s’y rattachant.
En (V) nous présentons une classe particulière de séries explicatives : les
variables indicatrices, puis la prévision à l’aide du modèle linéaire géné-
ral fait l’objet de la section (VI).
Enfin nous terminons ce chapitre par quelques exercices récapitulatifs.
I. Le modèle linéaire général
A. Présentation
Lors du chapitre précédent, nous avons considéré qu’une variable endogène est
expliquée à l’aide d’une seule variable exogène. Cependant, il est extrêmement
rare qu’un phénomène économique ou social puisse être appréhendé par une
seule variable. Le modèle linéaire général est une généralisation du modèle de
régression simple dans lequel figurent plusieurs variables explicatives :
yt = a0 + a1 x1t + a2 x2t + . . . + ak xkt + εt pour t = 1,. . . , n
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	59. avec :
yt =  variable à expliquer à la date t ;
x1t = variable explicative 1 à la date t ;
x2t = variable explicative 2 à la date t ;
. . .
xkt = variable explicative k à la date t ;
a0, a1,. . . , ak = paramètres du modèle ;
εt = erreur de spécification (différence entre le modèle vrai et le modèle spé-
cifié), cette erreur est inconnue et restera inconnue ;
n = nombre d’observations.
B. Forme matricielle
L’écriture précédente du modèle est d’un maniement peu pratique. Afin d’en
alléger l’écriture et de faciliter l’expression de certains résultats, on a habituel-
lement recours aux notations matricielles. En écrivant le modèle, observation
par observation, nous obtenons :
y1 = a0 + a1 x11 + a2 x21 + . . . + ak xk1 + ε1
y2 = a0 + a1 x12 + a2 x22 + . . . + ak xk2 + ε2
. . .
yt = a0 + a1 x1t + a2 x2t + . . . + ak xkt + εt
. . .
yn = a0 + a1 x1n + a2 x2n + . . . + ak xkn + εn
Soit, sous forme matricielle : Y
(n,1)
= X
(n,k+1)
a
(k+1,1)
+ ε
(n,1)
avec :
Y =









y1
y2
.
.
.
yt
.
.
.
yn









; X =









1 x11 x21 . . . xk1
1 x12 x22 . . . xk2
.
.
.
.
.
.
.
.
. . . .
1 x1t x2t . . . xkt
.
.
.
.
.
.
.
.
. . . .
1 x1n x2n . . . xkn









; a =






a0
a1
a2
.
.
.
ak






; ε =









ε1
ε2
.
.
.
εt
.
.
.
εn









Nous remarquons la première colonne de la matrice X, composée de 1, qui
correspond au coefficient a0 (coefficient du terme constant).
La dimension de la matrice X est donc de n lignes et k + 1 colonnes (k étant
le nombre de variables explicatives réelles, c’est-à-dire constante exclue).
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	60. L’écriture sous forme  matricielle rend plus aisée la manipulation du modèle
linéaire général, c’est pourquoi nous l’adoptons par la suite.
II. Estimation et propriétés
des estimateurs
A. Estimation des coefficients de régression
Soit le modèle sous forme matricielle à k variables explicatives et n observa-
tions :
Y = Xa + ε [1]
Afin d’estimer le vecteur a composé des coefficients a0, a1 . . . ak , nous appli-
quons la méthode des Moindres Carrés Ordinaires (MCO) qui consiste à mini-
miser la somme des carrés des erreurs, soit :
Min
n

t=1
ε2
t = Min ε′
ε = Min (Y − Xa)′
(Y − Xa) = Min S [2]
avec ε′
transposé1 du vecteur ε.
Pour minimiser cette fonction par rapport à a, nous différencions2 S par
rapport à a :
∂S
∂a
= −2 X′
Y + 2 X′
X 	
a = 0 → 	
a = (X′
X)−1
X′
Y [3]
Cette solution est réalisable3 si la matrice carrée X′
X de dimension
(k + 1, k + 1) est inversible. La matrice X′
X est la matrice des produits croisés
des variables explicatives ; en cas de colinéarité parfaite entre deux variables
explicatives, la matrice X′
X est singulière et la méthode des MCO défaillante.
On appelle équations normales les équations issues de la relation :
X′
X	
a = X′
Y
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1. Nous désignerons par le signe ′ les transposés de vecteur ou de matrice.
2. S = (Y − Xa)′(Y − Xa) = Y′Y − Y′ Xa − a′ X′Y + a′ X′ Xa
= Y′Y − 2 a′ X′Y + a′ X′ Xa .
3. Les conditions de second ordre sont vérifiées du fait que X′ X est une matrice définie semi-
positive.
 


	61. Soit, sous forme  matricielle :










n

x1t

x2t . . .

xkt

x1t

x2
1t

x1t x2t . . .

x1t xkt

x2t

x2t x1t

x2
2t . . .

x2t xkt
.
.
. . . . . . . . . . . . .

xkt

xkt x1t

xkt x2t . . .

x2
kt

















	
a0
	
a1
	
a2
. . .
	
ak







=









yt

x1t yt

x2t yt
. . .

xkt yt








Le modèle estimé s’écrit :
yt = 	
a0 +	
a1x1t +	
a2x2t + . . . +	
ak xkt + et
avec et = yt − 	
yt où et est le résidu, c’est-à-dire l’écart entre la valeur observée
de la variable à expliquer et sa valeur estimée (ajustée).
Attention : il convient de bien distinguer entre l’erreur de spécification du
modèle (noté εt ) qui est et restera inconnue et le résidu (et ) qui, lui, est connu.
1) Cas particulier
Si nous raisonnons sur des données centrées, l’estimateur de a peut s’écrire en
fonction des matrices des variances et covariances empiriques :







	
a1
	
a2
	
a3
. . .
	
ak







=







Var(x1) Cov(x1, x2) Cov(x1, x3) . . . Cov(x1 xk)
Cov(x2, x1) Var(x2) Cov(x2, x3) . . . Cov(x2, xk)
Cov(x3, x1) Cov(x3, x2) Var(x3) . . . Cov(x3, xk)
. . .
Cov(xk, x1) Cov(xk, x2) Cov(xk, x3) . . . Var(xk)







−1
×







Cov (x1,y)
Cov(x2, y)
Cov(x3, y)
. . .
Cov(xk, y)







avec 	
a0 = y −	
a1 x1 −	
a2 x2 − . . . −	
ak xk .
Que sont des données centrées sur la moyenne ? Soit xt une variable connue
sur n observations et x sa moyenne, nous pouvons calculer une nouvelle variable
(Xt = xt –x) dont la somme est par construction nulle :
n

t=1
(xt − x) =
n

t=1
Xt = 0 .
Nous avons donc X = 0.
2) Effet de la variation d’une seule des variables explicatives
Soit le modèle estimé : yt = 	
a0 +	
a1 x1t +	
a2 x2t + . . . +	
ak xkt + et .
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	62. Si la variable  x2 passe de la valeur x2t à (x2t + x2t ) , toutes choses étant
égales par ailleurs (les k − 1 autres variables restant constantes), alors la
variable à expliquer varie de 	
a2 x2 : ŷt = 	
a2 x2t.
Les coefficients s’interprètent donc directement en terme de propension mar-
ginale.
B. Hypothèses et propriétés des estimateurs
Par construction, le modèle est linéaire en X (ou sur ces coefficients) et nous dis-
tinguons les hypothèses stochastiques (liées à l’erreur ε) des hypothèses struc-
turelles.
1) Hypothèses stochastiques
– H1 : les valeurs xi, t sont observées sans erreur.
– H2 : E(εt ) = 0, l’espérance mathématique de l’erreur est nulle.
– H3 : E(ε2
t ) = σ2
ε , la variance de l’erreur est constante (∀t) (homoscédasticité).
– H4 : E(εt εt′ ) = 0 si t = t′
, les erreurs sont non corrélées (ou encore indé-
pendantes).
– H5 : Cov(xit , εt ) = 0 , l’erreur est indépendante des variables explicatives.
2) Hypothèses structurelles
– H6 : absence de colinéarité entre les variables explicatives, cela implique
que la matrice (X′
X) est régulière et que la matrice inverse (X′
X)−1
existe.
– H7 : (X′
X)/n tend vers une matrice finie non singulière.
– H8 : n  k + 1, le nombre d’observations est supérieur1 au nombre des
séries explicatives.
3) Propriétés des estimateurs
Considérons les propriétés de l’estimateur [3].
Le modèle sous forme matricielle peut s’écrire, comme pour le modèle de
régression simple, de différentes manières :
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1. Dans le cas d’une égalité, nous aurions un système de n équations à n inconnues, donc parfai-
tement déterminé.
 


	63. Y = Xa  + ε
Y = X	
a + e
	
Y = X	
a


→ e = Y − 	
Y (e = résidu)
Nous obtenons :
	
a = (X′
X)−1
X′
Y = (X′
X)−1
X′
(Xa + ε)
	
a = (X′
X)−1
X′
(Xa) + (X′
X)−1
X′
ε
	
a = a + (X′
X)−1
X′
ε
[4]
d’où E(	
a) = a + (X′
X)−1
X′
E(ε) = a car E(ε) = 0
L’estimateur est donc sans biais : E(	
a) = a
Calculons maintenant la matrice des variances et covariances des coefficients
de régression  


	64. â .
  


	65. â = E{(	
a  − a)(	
a − a)′
}
Or, d’après [4], (	
a − a) = (X′
X)−1
X′
ε et (	
a − a)′
= ε′
X(X′
X)−1
puisque
(X′
X)−1
est symétrique1.
(	
a − a)(	
a − a)′
= (X′
X)−1
X′
εε′
X(X′
X)−1
d’où
 


	66. â = (X′
X)−1
X′
E(ε  ε′
)X(X′
X)−1
avec E(ε ε′
) =  


	67. ε = σ2
ε  I = matrice des
variances et covariances de l’erreur ε.
En effet, d’après les hypothèses H3 et H4 nous avons :
 


	68. ε = E(ε  ε′
) =




E(ε1 ε1) E(ε1 ε2) . . . E(ε1 εn)
E(ε2 ε1) E(ε2 ε2) . . . E(ε2 εn)
. . .
E(εn ε1) E(εn ε2) . . . E(εn εn)



 =
=




σ2
ε 0 0 . . . 0
0 σ2
ε 0 . . . 0
. . .
0 0 0 . . . σ2
ε




Soit :  


	69. â = σ2
ε  (X′
X)−1
X′
X(X′
X)−1
 


	70. â = σ2
ε  (X′
X)−1
[5]
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1. Nous rappelons quelques règles du calcul matriciel : (ABC)′ = C′ B′ A′ et si A est symétrique
A′ = A et donc [(X′ X)−1]′ = (X′ X)−1 .
 



	72. â =
σ2
ε
n

X′
X
n
−1
⇒ Lim   


	73. â = 0  si n −→ ∞ (d’après les hypothèses H3
et H7). L’estimateur est donc convergent.
Théorème de Gauss-Markov : L’estimateur [3] des moindres carrés est qua-
lifié de BLUE (Best Linear Unbiaised Estimator), car il s’agit du meilleur esti-
mateur linéaire sans biais (au sens qu’il fournit les variances les plus faibles pour
les estimateurs).
Il est à noter que l’estimateur du maximum de vraisemblance des paramètres
fournit des résultats identiques à ceux de l’estimateur des MCO si l’hypothèse
de normalité des erreurs est vérifiée.
Après un calcul matriciel1, il apparaît que nous pouvons estimer sans biais
σ2
ε par :
	
σ2
ε =
e′
e
n − k − 1
[6]
En remplaçant la variance de l’erreur par son estimateur, nous obtenons :
	
 


	74. â = 	
σ2
ε  (X′
X)−1
[7]
4) Le théorème de Frisch, Waugh et Lovell (FWL)
Supposons que les variables explicatives soient séparées en deux groupes repré-
sentés par les matrices X1 et X2. Le modèle s’écrit : Y = X1a1 + X2a2 + ε.
Le théorème de FWL nous dit que l’estimateur des MCO du paramètre a2 et
des résidus sont les mêmes que ceux du modèle : M1Y = M1 X2a2 + v avec
M1 = I − X1(X′
1 X1)−1
X′
1 .
La matrice M1 est symétrique et idempotente (M′
1 M1 = M1), de plus
M1 X1 = 0.
Ce théorème permet de bien comprendre le problème de la spécification d’un
modèle : si une variable Y est effectivement expliquée par le groupe de variables
X1 et X2, il faut impérativement faire figurer dans le modèle ces deux groupes
de variables même si seul le groupe de variables X1 nous intéresse.
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1. Voir démonstration en annexe C.
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