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	6. V
Préface
ARMI les révolutions,  celle qui a eu lieu en finance au cours des
trente dernières années peut ne pas sembler spectaculaire. C’était
une révolution laborieuse, menée par les plus improbables des
révolutionnaires : les mathématiciens. Néanmoins, son impact sur les
marchés financiers et le monde entier est considérable. Il n’y a pas si
longtemps, les marchés financiers étaient gouvernés par des hommes
d’âge mûr titulaires de licences en histoire, aux costumes taillés sur
mesure et couverts de pellicules. À leur place, nous trouvons
aujourd’hui des docteurs en physique tout juste sortis d’école, habillés
en jeans et conduisant des Ferrari.
Le recadrage de la finance du champ des sciences sociales vers celui
des sciences dures a commencé avec Paul Samuelson, puis Fischer
Black, Myron Scholes et Robert Merton. Suite à ce changement, et en
raison des importantes récompenses financières accordées par la City et
Wall Street, le nombre de prétendants à la course a explosé. Et tout ce
monde a besoin d’apprendre le sujet aussi vite que possible. C’est ici
que le livre de Bossu et Henrotte intervient, enseignant avec clarté et
concision l’ensemble des notions fondamentales en finance quantita-
tive, sans rentrer inutilement dans les détails techniques. Vous y
apprendrez les concepts théoriques, outils et vocabulaire de base sans
être submergé d’équations impénétrables ni de considérations théori-
ques sybillines.
P
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Mais  Bossu et Henrotte ont une responsabilité éminente face à
autant d’argent placé dans les mains de scientifiques fraîchement émou-
lus. Lorsqu’on éduque un public dans ce domaine, il faut toujours
rappeler que la finance n’est pas vraiment une science dure – qu’un
modèle qui a fonctionné pendant dix ans peut cesser de fonctionner à
tout moment et causer une catastrophe financière à l’échelle planétaire.
Apprenez donc les outils du métier dans ce livre, mais appréciez égale-
ment l’expérience des auteurs : c’est la pratique qui rend parfait, pas la
théorie.
Paul Wilmott, juillet 2005
Traduit de la préface à l’édition anglaise.
 


	8. VII
Avant-propos
REMIER ouvrage à  compiler rappels théoriques et exercices corrigés,
Finance des marchés est conçu comme complément d’un cours de
finance des marchés au niveau mastère. Il sera également utile aux
praticiens débutants ou souhaitant remettre à jour leurs connaissances
théoriques. Il fait par ailleurs l’objet d’une traduction en langue anglaise
sous le titre Finance and derivatives1
.
De notions élémentaires sur les taux d’intérêt jusqu’à la valorisation
des options en passant par la théorie du portefeuille, nous avons
souhaité couvrir l’essentiel des connaissances pratiques et théoriques du
domaine, tout en restant accessibles aux néophytes. Les seules notions
prérequises correspondent à un premier cycle universitaire scientifique
ou une classe préparatoire économique et commerciale. Aucune
connaissance préalable en finance n’est nécessaire, hormis une compré-
hension des principes économiques couverts par la presse généraliste.
Les lecteurs souhaitant réviser leurs connaissances en probabilités et
analyse de fonctions de plusieurs variables trouveront des chapitres à cet
effet en Annexe.
Nous avons dû effectuer certains choix sur l’étendue des concepts à
aborder et le niveau de sophistication mathématique à employer. Notre
1. Publiée chez John Wiley and Sons.
P
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VIII
approche  a été de nous concentrer sur les principes fondamentaux tels
que l’arbitrage ou le profil de rentabilité-risque ; les concepts clefs tels
que le rendement ou les lettres grecques ; et les méthodes numériques
majeures telles que les arbres binomiaux ou les simulations de Monte-
Carlo. Nous nous sommes efforcés de maintenir les rappels de cours
aussi concis et directs que possibles, tout en couvrant un nombre
important de résultats fondamentaux illustrés par des exemples
concrets. Les démonstrations et concepts avancés sont abordés dans les
exercices de difficulté supérieure, identifiés par un astérisque (*).
Le résultat forme une séquence de dix chapitres par ordre de diffi-
culté croissante, que nous conseillons de lire l’un après l’autre :
• les chapitres 1 et 2 couvrent la valeur-temps des flux financiers et
correspondent à un cours fondamental de finance ;
• les chapitres 3 et 5 introduisent les obligations, les principes d’arbi-
trage et de rentabilité-risque, habituellement enseignés dans un cours
fondamental avancé ;
• les chapitres 4 et 6 introduisent les produits dérivés et leur valorisation,
habituellement enseignés dans un cours fondamental avancé ou un
électif ;
• les chapitres 7 et 8 couvrent la valorisation et la gestion avancées des
produits dérivés, et correspondent à un électif de niveau intermédiaire
ou un cours fondamental de finance quantitative ;
• les chapitres 9 et 10 introduisent la modélisation financière en temps
continu, normalement enseignée dans un électif avancé ou un cours
fondamental de finance quantitative.
Nous espérons que ce livre constituera une base utile et solide pour
les étudiants et les praticiens. Nous continuerons d’améliorer les
éditions successives et apprécions à ce titre les commentaires de nos
lecteurs.
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	14. 1
CH A P  I T R E 1
Taux d’intérêt
Rappels théoriques
La mesure du temps
En finance, l’unité de temps la plus courante est l’année, peut-être
parce qu’il s’agit d’une unité que tout le monde croit bien connaître,
mais qui est en réalité source de confusions, donc de profits pour les
individus mieux informés. Combien y a-t-il de jours dans une année ?
365. Mais faut-il en considérer 366 si l’année est bissextile ? Quelle
fraction d’année représentent six mois : 0,5 ou 182/365 (sauf, encore,
si l’année est bissextile) ?
Les marchés financiers adoptent des règlements et conventions pour
répondre à ces questions. Le problème, c’est que ces conventions ne sont
pas les mêmes selon les pays. Pire : dans un même pays, des conventions
différentes s’appliquent parfois à des produits financiers différents.
Nous laisserons donc au lecteur le soin de se familiariser avec ces
conventions, et adopterons dans ce livre les règles ci-dessous, que les
professionnels appellent 30/360. En pratique, il est important de
remarquer que le premier jour commence à midi et le dernier finit à
midi : il y a donc seulement une journée entière entre les 2 et 3 février
2008.
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Grâce  à ces règles, nous avons les mesures simplifiées suivantes :
Tableau 1.1 – Mesure du temps selon la convention 30/360
Opération Résultat
Exemple :
du 15 janvier 2008
au 13 mars 2011
1. Compter le nombre
d’années entières.
N 3 (du 15 janvier 2008
au 15 janvier 2011)
2. Compter le nombre
de mois entiers restants
et diviser par 12.
M/12 1/12 (du 15 janvier 2011
au 15 février 2011)
3. Compter le nombre
de jours restants (le der-
nier jour du mois étant
le 30e
) et diviser par
360.
J/360 28/360 (il y a 15 jours
du 15 au « 30 » février 2011
et 13 jours du « 30 » février
au 13 mars 2011)
Total N + M/12
+ J/360
3 + 1/12 + 28/360
= 3,161111…
un semestre (semester) 0,5 année
un trimestre (quarter) 0,25 année
un mois 1/12 année
une semaine 7/360 année
un jour 1/360 année
La fonction Excel JOURS360(date_début, date_fin, VRAI) compte le
nombre de jours sur une base 30/360.
EN PRATIQUE…
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Taux d’intérêt
Dans la sphère économique, on rencontre deux types d’acteurs dont les
intérêts sont a priori opposés :
• l’épargnant, qui a du capital et veut s’enrichir en dormant ;
• l’entrepreneur, qui n’a pas de capital et veut s’enrichir en employant
le capital des autres.
Le banquier permet de réconcilier ces deux intérêts et joue un rôle
d’intermédiaire, en mettant à disposition de l’entrepreneur le capital de
l’épargnant, et en assumant le risque de faillite. En échange de ce
service, il exige de l’entrepreneur qu’il lui verse des intérêts à intervalles
réguliers, dont il reverse une partie à l’épargnant après déduction de ses
frais et commissions.
Taux d’intérêt simple
Si I est le montant total des intérêts versés sur un capital K, le taux
d’intérêt simple (gross interest) sur la période considérée est défini par :
Exemples
• 10 € d’intérêts versés au bout d’un an sur un capital de 200 € donnent un
taux d’intérêt annuel simple de 5 %.
• 10 € d’intérêts versés chaque année pendant cinq ans sur un capital de
200 € donnent un taux simple à cinq ans de 25 %, soit cinq fois le taux
annuel simple précédent.
Investisseurs Banque
Capital Prêt
Entrepreneurs
Intérêt
– frais
Intérêt
r
I
K
--
-
=
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Il  faut retenir qu’un taux d’intérêt n’a pas de sens si la période
n’est pas précisée : 5 % d’intérêts simples tous les six mois sont beau-
coup plus lucratifs que tous les ans.
Ce taux est dit simple, parce qu’il ne tient pas compte de la capita-
lisation des intérêts, exposée ci-dessous.
Capitalisation, taux d’intérêt composé
À la question : « Combien d’intérêts touchez-vous au bout de deux ans
sur un placement à 10 % par an ? », une proportion préoccupante
d’individus répond d’un seul élan : « 20 % ». La réponse correcte est en
réalité 21 %, car les intérêts produisent des intérêts. En effet, un bon
petit capitaliste, plutôt que de dépenser inconsidérément les 10 %
d’intérêts versés par la banque la première année, les réinvestira immé-
diatement au taux de 10 % la deuxième année. Ainsi, son capital à
l’issue de la première année se monte à 110 % du montant initial, sur
lequel il recevra 10 % d’intérêts la deuxième année. Son taux d’intérêt
simple sur deux ans est donc 10 % + 10 % × 110 % = 21 %.
Plus généralement, en notant K le capital initial et r le taux d’intérêt
simple, nous pouvons dresser le tableau de capitalisation (compoun-
ding table) à l’issue de chaque période :
Le montant total des intérêts accumulés à l’issue de n périodes est
donc :
In = K (1 + r)n
− K
Tableau 1.2 – Tableau de capitalisation du capital K
au taux r sur n périodes
Période Capital Exemple : r = 10 %
0 K 2 000 $
1 K(1 + r) 2 000 × (1 + 10 %) = 2 200 $
2 K(1 + r)2
2 000 × (1 + 10 %)2
= 2 420 $
… … ...
n K(1 + r)n
2 000 × (1 + 10 %)n
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Il est alors naturel de définir le taux d’intérêt composé (compoun-
ded interest rate) sur n périodes correspondant à cette capitalisation :
Exemple
Le montant total des intérêts accumulés au bout de 3 ans sur un placement
de 2 000 $ à un taux semestriel simple de 5 % est : I6 = 2 000 (1 + 0,05)6
– 2 000 = 680 $. Le taux d’intérêt composé sur 3 ans (6 semestres) est :
r6 = 34 %.
L’unité de temps en finance étant l’année, nous adopterons la nota-
tion r[τ]
pour indiquer un taux d’intérêt composé sur une période
totale de τ années (par exemple τ = 1,5 représente un an et demi).
Formule de conversion périodique
Il est toujours possible de convertir sur une période voulue un taux
d’intérêt sur une période donnée, grâce à la formule de conversion :
r[τ1]
, r[τ2]
étant ici les taux d’intérêt respectifs à τ1 et τ2 années.
Cette formule est utile pour convertir un taux composé sur une
période différente de la période réelle de paiement des intérêts. Un bon
moyen de la retenir est que, pour un investissement donné, toutes les
expressions du type [1 + r[période]]fréquence
sont égales, la fréquence dési-
gnant ici le nombre de périodes par an1
.
Exemple
Un placement au taux semestriel simple de 5 % équivaut à un placement
au taux composé sur 2 ans de :
1. Les physiciens se souviendront que la fréquence est définie comme l’inverse de la
période.
rn
In
K
---
- 1 r
+
( )
n
1
–
= =
1 r
τ1
[ ]
+
( )
1
τ1
----
-
1 r
τ2
[ ]
+
( )
1
τ2
----
-
=
r
2
[ ]
1 5 %
+
( )
2
0,5
------
-
1 21,55 %
≈
–
=
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Annualisation
L’annualisation  consiste à convertir un taux d’intérêt donné en son
taux annuel équivalent. Cette pratique quasi-systématique en finance
permet de comparer directement la rentabilité des investissements lors-
que les intérêts sont versés sur des périodes différentes.
Dans cet ouvrage, sauf mention du contraire, tous les taux
d’intérêt s’entendent sur une base annuelle ou annualisée. Grâce à
cette convention, le taux d’intérêt composé sur T années est
toujours de la forme :
Exemple
Le taux annualisé correspondant à un taux semestriel de 5 % est :
et nous retrouvons le taux composé sur 2 ans de l’exemple précédent :
Actualisation
« Time is money ». En finance, cette maxime de l’homme d’affaires a un
sens très précis : un euro aujourd’hui vaut plus qu’un euro demain.
Principalement, deux raisons peuvent être avancées :
• l’inflation : l’augmentation des prix à la consommation implique
une diminution du pouvoir d’achat d’un euro entre aujourd’hui et
demain ;
• les intérêts bancaires : un euro aujourd’hui produit des intérêts
entre aujourd’hui et demain.
Une fois ce principe acquis, l’étape suivante consiste à déterminer la
valeur aujourd’hui d’un euro demain – ou, plus généralement, la
valeur actuelle (present value) d’un montant perçu ou versé à une
date future.
r
T
[ ]
1 r
annuel
[ ]
+
( )
T
1
–
=
r
1
[ ]
1 5 %
+
( )
1
0,5
------
-
1 1,05
2
1 10,25 %
=
–
=
–
=
r
2
[ ]
1
( 10,25 %)
2
1 21,55 %
≈
–
+
=
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Valeur actuelle (present value)
La valeur actuelle d’un montant C perçu ou versé à une date future T
est calculée de sorte que sa capitalisation au taux d’intérêt r soit égale
à C : VA × (1 + r)T
= C. Autrement dit :
Exemple
Une chaîne de supermarchés a l’habitude de payer ses fournisseurs avec
3 mois de délai. Si le taux d’intérêt est de 5 %, la valeur actuelle d’une
livraison aujourd’hui d’un million d’euros de marchandises payées dans
3 mois est :
Ainsi, la chaîne de supermarchés bénéficie implicitement d’un rabais de
12 123 €, soit 1,21 %.
La notion d’actualisation (discounting) est au cœur de la logique
financière : pour pouvoir comparer ce qui est comparable, le premier
réflexe du financier est de rapporter toutes les sommes futures à leur
valeur aujourd’hui. Ainsi, un projet d’investissement rapportant un
million d’euros dans dix ans ne vaut « que » 614 000 € environ si l’on
retient un taux de 5 % par an.
Exigence de rentabilité
Dans la pratique, le choix du taux d’actualisation r approprié est un
problème crucial du calcul de la valeur actuelle et dépend fortement du
niveau d’exigence de rentabilité de chaque investisseur. L’exigence
minimale pour tous les investisseurs est le taux d’intérêt pratiqué par
des banques réputées infaillibles, telles que les banques centrales ou les
trésoreries gouvernementales. En France, le taux généralement pris
comme référence est le taux de rentabilité des Obligations Assimilables
du Trésor (OAT) à 10 ans. En Europe, le 10-year Gilt au Royaume-Uni
ou le Bund en Allemagne sont utilisés. En Amérique, le 10-year US
Treasury Note fait référence et en Asie, le 10-year JGB japonais. Cepen-
VA
C
1 r
+
( )
T
------------------
-
=
1 000 000
1 5 %
+
( )
0,25
------------------------------- 987 877
≈
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dant,  un investisseur prenant plus de risques peut se permettre d’être
plus exigeant et utiliser un taux d’actualisation supérieur pour effectuer
ses calculs. En banque d’affaires, il n’est pas rare de rencontrer des taux
d’actualisation de l’ordre de 10 % – 15 % par an pour évaluer la renta-
bilité de projets risqués tels que le financement d’un film ou l’apport en
capital initial d’une start-up Internet.
Exercices
Exercice 1
Calculez en années le temps écoulé entre le 30 novembre 2008 et le
1er
mars 2010 sur une base 30/360. Quel est le taux annualisé d’un
placement au taux simple de 10 % sur cette période ?
Exercice 2 : compte d’épargne
Vous placez 1 000 € sur un compte d’épargne le 1er
janvier 2008. Le
1er
janvier 2009, la banque vous informe qu’elle a versé un total de 40 €
au titre des intérêts 2008.
1. Quel est le taux d’intérêt annuel de ce compte d’épargne ?
2. L’année suivante, à combien s’élèveront vos intérêts ?
3. À combien se seraient montés vos intérêts 2008 si vous aviez clôturé
votre compte le 1er
juillet 2008 ? Votre banque calcule et paie vos inté-
rêts tous les mois en fonction de votre solde courant.
Exercice 3
Il y a dix ans, vous aviez placé 500 £ sur un compte d’épargne. Le
dernier relevé de compte fait apparaître un crédit de 1 030,52 £.
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À combien s’élèvera votre épargne dans dix ans si le taux d’intérêt reste
le même ?
Exercice 4 : emprunt russe
Vous êtes un financier réputé et votre crédit personnel vous permet
d’emprunter jusqu’à 100 000 $ au taux de 6,5 % (avec un peu d’imagi-
nation). Le taux d’intérêt annuel pratiqué en Russie est de 150 %. Le
taux de change du rouble contre le dollar est de 25 RUB/USD, et vos
analystes pensent que ce taux de change va rester stable l’année qui
vient. Pouvez-vous imaginer un moyen de vous enrichir ? Analysez
ensuite les risques que vous avez pris.
Exercice 5
Ordonner les taux d’intérêts suivants, du plus rémunérateur au moins
rémunérateur :
a) 6 % par an ;
b)0,5 % par mois ;
c) 30 % tous les 5 ans ;
d)10 % la première année puis 4 % par an les deux années suivantes.
Exercice 6 : découvert
Pour faire face à votre endettement, votre banque vous propose géné-
reusement un découvert illimité dans le temps au taux de 17 % par an.
Les intérêts sont calculés chaque mois et imputés au découvert.
1. Quel est le taux d’intérêt composé effectivement pratiqué sur la
période considérée si vous remboursez vos dettes avec intérêts au
bout d’un mois ? de six mois ? d’un an et demi ? de cinq ans ?
2. Tracez la courbe du taux y pratiqué à échéance x années.
3. Au bout de combien d’années le montant des intérêts accumulés
aura-t-il dépassé le montant de votre endettement initial ?
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Exercice  7*1
: taux d’intérêt continu1
Pour résoudre cet exercice, vous devez connaître la notion de limite de suites
et de fonctions réelles.
1. Soit (un) la suite de terme général : .
Montrez que cette suite a pour limite e (nombre d’Euler : ).
Indications : xy
= ey ln x
, .
2. Soit A2 un compte d’épargne avec un taux d’intérêt annuel de 5 %
fractionné en deux, c’est-à-dire versé en deux fois 2,5 %, à chaque
semestre. Quel est le taux d’intérêt annualisé r2 effectivement
pratiqué ?
3. Généralement, soit An un compte d’épargne avec un taux d’intérêt
annuel de 5 % fractionné n fois. Déterminez le taux d’intérêt annua-
lisé rn correspondant à ce placement.
4. Déterminez la limite r de la suite (rn) quand n tend vers l’infini.
Quelle signification peut-on donner à r ?
Exercice 8 : actualisation
En retenant un taux d’intérêt de 4 % par an, quelle est la valeur
aujourd’hui de :
a) 100 000 € dans 1 an ?
b)1 000 000 € dans 10 ans ?
c) 100 000 € il y a 10 ans ?
Exercice 9 : exigence de rentabilité
Après avoir longuement hésité, M. Smith, banquier d’affaires averti, a
finalement renoncé à un projet d’investissement dont le coût était de
1. L’astérisque désigne les exercices de difficulté supérieure, correspondant aux démons-
trations et concepts avancés.
un 1
1
n
--
-
+
 
 
n
n 1
≥
( )
=
e 2,71828
≈
h
– 1
h 0
→
lim ln 1 h
+
( ) ln′ 1
( )
=
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30 millions de livres sterling, et qui aurait potentiellement rapporté un
milliard de livres dans vingt ans. Que pensez-vous de son exigence de
rentabilité r ?
Exercice 10 : la valeur aujourd’hui d’un euro demain
Le 24 avril 2007, l’indice moyen du taux d’un placement/emprunt
en euros j.-j. (Effective OverNight Index Average ou Eonia), c’est-à-dire
sur une période d’un jour entre les 24 et 25 avril 2007, s’est établi à
3,83 %. Calculez la « valeur aujourd’hui d’un euro demain », c’est-
à-dire la valeur actuelle d’un euro perçu le 25 avril 2007.
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Solutions  des exercices
Exercice 1
D’après la formule de conversion :
r[1]
= (1 + 10 %)1/1,252 778
− 1 ≈ 7,90 % par an
Exercice 2 : compte d’épargne
1. Les intérêts étant versés au bout d’un an, le taux annuel simple est :
2. Les intérêts produisant des intérêts, la banque versera la deuxième
année 41,60 €, comme indiqué par le tableau de capitalisation ci-
dessous (tableau 1.4).
Tableau 1.3
Opération Résultat
Du 30 novembre 2008
au 1er
mars 2010
1. Compter le nombre
d’années entières.
N 1 (du 30 novembre 2008
au 30 novembre 2009)
2. Compter le nombre
de mois entiers restants
et diviser par 12.
M/12 3 /12 (du 30 novembre 2009
au « 30 » février 2010)
3. Compter le nombre
de jours restants (le
dernier jour du mois
étant le 30e
) et diviser
par 360.
J/360 1/360 (il y a un jour du
« 30 » février 2010
au 1er
mars 2010)
Total
N + M/12
+ J/360
1 + 3/12 + 1/360
= 1,252778…
r
40
1 000
-------------
- 4 %
= =
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3. D’après la formule de conversion, le taux mensuel r[1/12]
utilisé par la
banque pour le calcul des intérêts mensuels est :
En conséquence, le taux d’intérêt semestriel équivalent est :
L’intérêt versé au bout de 6 mois est donc 19,80 €, ce qui est légère-
ment inférieur à 40 €/2 = 20 € en raison de l’effet de capitalisation.
Nous aurions également pu calculer le taux d’intérêt semestriel
directement :
Exercice 3
Le total des intérêts versés depuis dix ans est de 530,52 £. Le taux
simple sur dix ans de ce compte d’épargne est donc :
%
En supposant que le taux simple sur les dix prochaines années soit le
même, la capitalisation sera de : 1 030,52 × (1 + 106,11 %) ≈ 2 124 £.
Exercice 4 : emprunt russe
C’est un fait indéniable : 150 % d’intérêt, c’est beaucoup mieux que
6,5 % ! Mais vous n’allez pas pouvoir acheter la voiture de vos rêves
avec des roubles (à moins d’être un fan de Lada). Comment avoir le
beurre et l’argent du beurre ?
Tableau 1.4
Date Solde Intérêt
1er
janvier 2008 1 000 € –
1er
janvier 2009 1 000 × (1 + 4 %) = 1 040 € 40 €
1er
janvier 2010 1 040 × (1 + 4 %) = 1 081,60 € 41,60 €
r
1 12
⁄
[ ]
1 4 %
+
( )
1 12
⁄
1 0,327 %
≈
–
=
r
1 2
⁄
[ ]
1 0,327 %
+
( )
6
1 1,98 %
≈
–
=
r
1 2
⁄
[ ]
1 4 %
+
( )
1 2
⁄
1 1,98 %
≈
–
=
r
10
[ ] 530,5158
500
---------------------
- 106,11
≈
=
 


	27. FINANCE DES MARCHÉS
14
1.  Emprunter 100 000 $ à 6,5 % remboursables dans un an.
2. Convertir ce capital en 2 500 000 RUB.
3. Placer les 2 500 000 RUB au taux de 150 % pendant un an.
4. Au bout d’un an, récupérer 6 250 000 RUB, sans oublier de remer-
cier les Russes.
5. Convertir les 6 250 000 RUB en 250 000 $ au même taux de
25 RUB/USD sans oublier de remercier vos analystes.
6. Rembourser l’emprunt de 100 000 $ avec intérêts, soit
106 500 $.
7. Bilan des opérations : vous avez gagné 143 500 $ !
Le risque de change est le plus fréquemment cité dans l’analyse des
risques de cette stratégie d’enrichissement. Or, il n’est pas le plus
important : pour que les 6 250 000 RUB ne permettent pas de
rembourser votre emprunt de 100 000 $ et les 6 500 $ d’intérêts, il
faudrait que le taux de change passe de 25 à
RUB/USD. Une telle dépréciation du rouble n’est pas impossible mais
peu probable d’après vos analystes.
En réalité, le premier risque encouru est le risque de défaut (faillite)
de l’emprunteur russe, y compris s’il s’agit de la Banque Centrale :
pensez-vous vraiment qu’une banque offrant un taux d’intérêt de
150 % puisse tenir ses engagements pendant longtemps, naïf que vous
êtes ?
Il existe encore un troisième risque, plus sournois : l’inflation.
Toutefois ce risque est implicitement éliminé dans la mesure où, en cas
de crise inflationniste en Russie, le rouble subirait immédiatement une
forte dévaluation, ce qui est écarté dans le scénario très optimiste de cet
exercice : si le prix de la vodka flambe du simple au double à Moscou,
il est improbable que les consommateurs new-yorkais acceptent de
payer leur bouteille de vodka deux fois plus cher. Ainsi, dans l’éventua-
lité d’une poussée inflationniste en Russie, la demande extérieure de
vodka, poupées russes, thés spéciaux, etc. (les roubles en général) dimi-
nuera, et la devise russe se dépréciera : il faudra moins de dollars pour
acheter un rouble, c’est-à-dire plus de roubles pour acheter un dollar (le
taux RUB/USD monte).
6 250 000
106 500
------------------------
- 58,69
≈
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Exercice 5
La formule de conversion permet d’annualiser chacun des taux propo-
sés, d’où le classement :
b > a > d > c
(Dans le cas d, le principe de capitalisation donne un taux sur trois
ans égal à : (1 + 10 %) × (1 + 4 %)2
– 1 g 18,98 %.)
Exercice 6 : découvert
1. D’après la formule de conversion :
D’où :
• r[1/12]
≈ 1,32 %
• r[0,5]
≈ 8,17 %
• r[1,5]
≈ 26,55 %
• r[5]
≈ 119,24 %
2. L’équation vérifiée par x et y est :
(1 + y)1/x
= 1,17, soit : y = 1,17x
– 1.
Il s’agit d’une courbe exponentielle.
1 r
τ
[ ]
+
( )
1
τ
--
-
1 17 %
+
=
0 %
50 %
100 %
150 %
200 %
250 %
0 2 4 6 8
x
y = 1,17x 1
–
Figure 1.1
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3.  Dire que les intérêts accumulés dépassent l’endettement initial
revient à dire que les intérêts sont supérieurs à 100 % de ce montant.
Le point x du dépassement est donc tel que y = 100 %, soit environ
quatre ans et demi d’après la figure 1.1 (le calcul donne exactement
≈ 4,41 ans).
Exercice 7* : taux d’intérêt continu
1. En utilisant la forme exponentielle, on a, pour tout n ≥ 1 :
Or, pour tout n ≥ 1 :
En reconnaissant un taux d’accroissement, on obtient quand n tend
vers l’infini :
Par composition des limites :
2. D’après la formule de conversion : (1 + 2,5 %)2
= 1 + r2, d’où :
r2 ≈ 5,06 %.
3. De la même façon : .
4. En reprenant le raisonnement de la question 1, on obtient :
. Il s’agit du taux d’intérêt annua-
lisé correspondant à un compte d’épargne imaginaire sur lequel les
intérêts seraient versés continûment pendant l’année, à chaque fraction
x
ln 2
ln 1,17
---------------
-
=
un e
n 1
1
n
--
-
+
 
 
ln
=
n 1
1
n
--
-
+
 
 
ln
ln 1
1
n
--
-
+
 
  1
ln
–
1
n
--
-
--------------------------------------
-
=
n ln
n +∞
→
lim 1
1
n
--
-
+
 
  ′(1)
ln 1
= =
un
n +∞
→
lim e
1
= e
=
rn 1
5 %
n
--------
-
+
 
 
n
1
–
=
r rn
n +∞
→
lim e
5 %
1 5,13 %
≈
–
= =
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de seconde. On dit que le taux de 5 % est continûment composé, ou
plus simplement continu (cf. chapitre 9).
Exercice 8 : actualisation
Avec un taux d’actualisation de 4 %, les valeurs actuelles demandées
sont :
a) € ;
b) € ;
c) € (il s’agit
en réalité ici d’une capitalisation).
Exercice 9 : exigence de rentabilité
Le fait que M. Smith ait longtemps hésité avant de renoncer au projet
permet de penser que la rentabilité de celui-ci est légèrement inférieure
à l’exigence r du banquier d’affaires. On peut donc en déduire que,
pour M. Smith, la valeur d’un milliard de livres sterling dans 20 ans
actualisée au taux r est proche de, mais inférieure à, 30 millions de
livres :
i.e. : r ≈ 20 %.
Exercice 10 : valeur aujourd’hui d’un euro demain
Le 24 avril 2007, la « valeur aujourd’hui d’un euro demain » est :
VA
100 000
1 4 %
+
------------------
- 96 154
≈
=
VA
1 000 000
1 4 %
+
( )
10
---------------------------
- 675 564
≈
=
VA
100 000
1 4 %
+
( )
10
–
------------------------------- 100 000 1 4 %
+
( )
10
148 024
≈
= =
30 000 000
1 000 000 000
1 r
+
( )
20
---------------------------------
-
≈
VA
1
1 3,83 %
+
( )
1
360
--------
-
--------------------------------------
- 0,999895603
≈
=
 



	32. 19
CH A P  I T R E 2
Critères classiques
de rentabilité
Rappels théoriques
Taux de rentabilité, retour sur investissement
Considérons un investissement de coût P dégageant un profit E sur la
période de t = 0 à t = T considérée.
• Le taux de rentabilité simple (ROR : [gross] rate of return, ou
encore ROI : return on investment) sur la période est défini par :
Dans le cas d’un titre financier1
, P = P0 est le prix payé aujourd’hui
et E est la différence entre la valeur finale PT et le prix initial P0,
augmentée de revenus éventuels I :
1. Cf. chapitre 3 pour une définition précise de ce terme.
ROR
E
P
--
-
=
ROR
PT P0 I
+
–
P0
-------------------------
-
=
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Ainsi  le taux de rentabilité simple généralise la notion de taux d’intérêt.
Exemple
Le taux de rentabilité de 1 000 € placés à 5 % par an est de… 5 % sur un an !
• Le temps de retour sur investissement (TOR : time of return) est
défini comme l’inverse du taux de rentabilité simple :
Le temps de retour sur investissement mesure le nombre de périodes
de T années qu’il faut attendre avant que la mise initiale P ne soit
remboursée (« retournée ») grâce aux seuls profits E, dans l’hypothèse
où ceux-ci restent constants et réguliers. Un temps de retour sur inves-
tissement égal à 1 correspond à un temps d’attente de T années ; il suffit
donc de multiplier le résultat par T pour l’exprimer en années.
Exemple
Le taux de rentabilité d’un investissement versant un revenu égal au capital
initial au bout de 5 et 10 ans est de 200 % sur dix ans. Le temps de retour
sur investissement est 1/2, soit cinq années.
L’avantage de ces deux critères est leur simplicité de calcul. L’inconvé-
nient est qu’ils ne prennent en compte qu’une seule période.
La valeur actuelle nette (VAN)
La première obsession du financier est bien entendu son argent. Sa
deuxième obsession est l’argent des autres. Et son objectif principal
peut être résumé en quelques mots : transférer une partie de l’argent des
autres vers son portefeuille – c’est l’idée de flux financier (cash flow).
Comme on ne peut pas gagner à tous les coups, certains flux sont posi-
tifs (entrée dans le portefeuille), d’autres négatifs (sortie de portefeuille).
Jusqu’ici, le financier ne se distingue pas du comptable. Il y a cepen-
dant une différence majeure : le comptable contemple les flux passés,
tandis que le financier spécule sur les flux à venir1
.
1. Ce point de vue quelque peu partisan est cependant contredit par l’apparition à la fin
des années 1970 de techniques de « comptabilité créative » visant à mieux refléter la
valeur future de l’entreprise.
TOR
1
ROR
------------
-
P
E
--
-
= =
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La première étape de l’analyse financière consiste à dresser le tableau
des flux futurs d’un projet d’investissement :
La deuxième étape consiste à actualiser les flux futurs, afin de calculer
la valeur actuelle (PV : present value) du projet dans son ensemble,
c’est-à-dire la somme des valeurs actuelles des flux individuels :
Lorsque le coût d’investissement C0 est connu, la valeur actuelle
nette (NPV : net present value) du projet est définie par sa valeur
actuelle nette du coût initial, c’est-à-dire diminuée de C0 :
VAN =
Nous pouvons alors distinguer trois cas :
• VAN > 0 : le projet est rentable (décision d’investissement).
• VAN < 0 : le projet est à perte (décision de rejet).
• VAN = 0 : le projet est neutre (décision indifférente, cas théorique).
Exemple
Dans l’exemple précédent, si le coût d’investissement est de 400 m€ la
valeur actuelle nette est de + 58,71 m€ : le projet doit être retenu.
Le choix du taux d’actualisation r est comme toujours délicat, et
rejoint la problématique de l’exigence de rentabilité de l’investisseur.
Temps t1 t2 … Année
(31 déc.)
2008 2009 2010 2011
Flux F1 F2 … Flux (m€) + 100 – 150 + 200 + 500
Cas général Exemple
+…
≈ 458,71 m€
Cas général Exemple
VA
Fi
1 r
+
( )
ti
---------------
-
i 1
=
+ ∞
∑
=
Fi
1 r
+
( )
t1
----------------
-
F2
1 r
+
( )
t2
----------------
-
+
=
VA 100
1 10 %
+
---------------------
150
–
1 10 %
+
( )
2
----------------------------
-
200
1 10 %
+
( )
3
----------------------------
-
+ +
=
+ 500
1 10 %
+
( )
4
----------------------------
-
C0
– +
Fi
1 r
+
( )
ti
------------------ C0
–
F1
1 r
+
( )
t1
------------------
-
F2
1 r
+
( )
t2
------------------
- …
+ + +
=
i 1
=
+ ∞
∑
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Le  grand avantage de la VAN sur le taux de rentabilité ou le retour sur
investissement est qu’elle est multipériodique. C’est le critère de base
des professionnels pour évaluer un projet d’investissement.
Le taux de rentabilité interne (TRI)
Le problème du choix du taux d’actualisation peut être inversé en déter-
minant le taux de rentabilité interne (IRR : internal rate of return)
qui annule la VAN, c’est-à-dire le taux de rentabilité r*
correspondant
au point neutre de la décision d’investissement.
En termes mathématiques, le TRI est la solution r* de l’équa-
tion VAN(r) = 0, i.e. :
Exemple
Le TRI du projet d’investissement donné précédemment en exemple est de
14,26 %. À l’aide d’une calculatrice on vérifie en effet :
+ = 0
Le TRI est un critère équivalent à la VAN. Il doit être comparé à
l’exigence de rentabilité de l’investisseur pour déterminer si le projet
doit être accepté ou rejeté
Les fonctions VAN.PAIEMENTS et TRI.PAIEMENTS d’Excel
permettent de calculer la VAN et le TRI d’un tableau de flux. Ainsi, le
TRI de l’exemple précédent est de 14,26 %.
Pour avoir accès à ces fonctions, il est nécessaire d’activer l’utilitaire
d’analyse en choisissant Macros Complémentaires dans le menu Outils.
C0
– +
Fi
1 r
+
( )
ti
------------------ 0
=
i 1
=
+ ∞
∑
400
100
1 14,26 %
+
----------------------------
-
+
–
150
–
1 14,26 %
+
( )
2
------------------------------------
200
1 14,26 %
+
( )
3
------------------------------------
+ +
500
1 14,26 %
+
( )
4
------------------------------------
EN PRATIQUE…
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Autres critères
De nombreux critères comptables sont également utilisés en finance
pour évaluer la viabilité d’un projet d’investissement, en particulier
l’acquisition d’une entreprise. Ces critères dépassent le cadre de ce livre.
Nous citerons cependant le plus célèbre d’entre eux, qui n’est autre que
le temps de retour sur investissement boursier dans une entreprise : le
PER, ou Price-Earnings ratio, également rencontré sous la forme P/E
puisque par définition :
Une entreprise ayant un PER à égal 20 signifie que sa valeur bour-
sière est égale à 20 années de bénéfices – autrement dit que le porteur
de l’action devra attendre 20 ans avant de retrouver sa mise (en suppo-
sant des bénéfices constants et entièrement redistribués en dividendes,
ainsi qu’un prix de l’action constant).
Les entreprises en forte croissance ont généralement un PER
élevé : elles réinvestissent leurs profits dans leur activité pour soute-
nir leur croissance, et distribuent peu de dividendes aux actionnaires.
En retour, le prix de l’action a tendance à monter rapidement, et
l’actionnaire peut être fortement rémunéré par la hausse du prix de
l’action.
Inversement, les entreprises ayant atteint leur maturité en termes de
développement ont généralement un PER faible : elles n’ont pas
besoin d’investir et sont alors censées distribuer largement leurs béné-
fices aux actionnaires. Les dividendes deviennent réguliers et prévisi-
bles et la valeur de l’action doit s’approcher de la valeur actuelle des
dividendes.
Tableau 2.1
PER
Price
Earnings
--------------------
-
Prix de l’action
Bénéfice net par action
------------------------------------------------------
-
= =
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Exercices
Exercice  1 : taux de rentabilité
et temps de retour sur investissement
Calculez le taux de rentabilité annualisé et le temps de retour sur inves-
tissement en années de :
a) une action achetée 350 $ et que les analystes situent à 400 $ dans un
an et demi, ne versant pas de dividendes ;
b)un billet de loterie gagnant, acheté 10 € rapportant 20 € dans une
semaine ;
c) un titre acheté à sa valeur de 1 000 £, rapportant 100 £ l’an prochain,
et dont la valeur diminuera de 5 % dans un an d’après les analystes.
Exercice 2 : VAN et TRI
Mlle Léclair vous propose d’investir dans un projet dont les prévisions
de flux futurs sont données au tableau 2.2 :
1. Calculez la VAN avec un taux d’actualisation de 5 % par an puis un
taux d’actualisation de 15 % par an. Commentez rapidement.
2. Déterminez le TRI.
3. Que pensez-vous de cet investissement ?
Tableau 2.2
t (en années) 2 4
Flux (en % du montant investi) – 10 + 150
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Exercice 3 : exigence de rentabilité
M. Smith vous propose d’investir dans un projet dont les prévisions de
flux futurs sont :
1. Quel est le prix maximum que vous êtes prêt à payer pour un tel
projet, sachant que le taux d’intérêt de référence de la Réserve fédé-
rale américaine est de 4 % par an ?
2. À quel niveau M. Smith estime-t-il votre exigence de rentabilité ?
Exercice 4*1
: obligation perpétuelle, dividendes
et valeur d’une action1
1. Déterminez la valeur actuelle d’un titre financier, appelé obligation
perpétuelle, versant un flux annuel constant C à perpétuité, en fonc-
tion du taux d’actualisation r. Quel est le TRI d’un tel titre acheté
100 $ et versant un flux de 5 $ tous les ans ?
2. L’assemblée générale des actionnaires de l’entreprise Sky Inc. a décidé
de verser un dividende de 3 € par action. Le PDG s’est également
engagé à ce que les résultats futurs permettent à l’avenir d’augmenter
les dividendes de 1,5 % tous les ans. Déterminez la valeur théorique
de l’action Sky Inc. dans ce scénario si le taux d’actualisation est de
4 % par an.
Tableau 2.3
Date Aujourd’hui Dans
six mois
Dans
un an
Dans deux ans
et trois mois
Flux
(en m$)
– 10 – 50 – 20 + 60
1. L’astérisque désigne les exercices de difficulté supérieure, correspondant aux démons-
trations et concepts avancés.
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Exercice  5 : rentabilité et inflation
Déterminez le TRI d’un investissement immobilier dans un appartement
parisien acheté 425 000 € et loué 1 000 € par mois pendant 20 ans, puis
revendu à sa valeur initiale :
a) sans tenir compte de l’inflation immobilière ;
b)avec une hypothèse de 2,5 % d’inflation par an (loyer et prix de
revente.) Vous supposerez que ce taux est annualisé et s’applique à tous
les loyers mensuels.
Exercice 6 : effet d’annonce
Nous sommes le 31 décembre 2007. Le cours de l’action de la société M. est
de 150 €. Les analystes prévoient que le bénéfice par action de M. évoluera
de la manière suivante sur les cinq prochaines années (tableau 2.4).
Au-delà de 2012 les bénéfices seront négligeables d’après les mêmes
analystes.
1. Quel est le PER 2007 de M. ?
2. Que vaut l’action M. pour un investisseur dont l’exigence de renta-
bilité est de 10 % par an ?
3. Déterminez une approximation de l’exigence de rentabilité du
marché vis-à-vis de la société M.
4. Lors d’une conférence de presse, les dirigeants de M. annoncent un
plan dont le coût immédiat pénalisera le bénéfice par action 2008 de
5 €, et qui améliorera les bénéfices de + 10 % à partir de 2010.
Pouvez-vous quantifier la réaction du marché à cette annonce ?
Tableau 2.4
2007 2008 2009 2010 2011 2012
20 40 47 55 15 12
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Solutions des exercices
Exercice 1 : taux de rentabilité
et temps de retour sur investissement
a) ≈14,29 %→ −1≈9,31 %.
TOR ≈ 1/9,31 % ≈ 10,74 ans.
b) = 100 % → − 1
TOR ≈ 0
c) = 5 %. TOR = 20 ans.
Exercice 2 : VAN et TRI
1. Calculs de la VAN :
= 14,33 % × C0
= – 21,80 % × C0
Avec une exigence de rentabilité faible (5 %) l’investissement semble
alléchant. Avec une exigence de rentabilité forte (15 %) c’est tout le
contraire ! L’exigence de rentabilité qui neutralise la VAN (alias TRI) se
situe donc dans la fourchette 5 % − 15 %.
2. Calcul du TRI :
r
1,5
[ ] 400 350
–
350
-----------------------
-
= r
1
[ ]
1 r
1,5
[ ]
+
( )
1
1,5
------
-
=
r
7 360
⁄
[ ] 20 10
–
10
-----------------
-
= r
1
[ ]
1 r
7 360
⁄
[ ]
+
( )
360
7
--------
-
=
r
1
[ ] 100 950 1 000
–
+
1 000
------------------------------------------
-
=
VAN5 % C0
–
0,1
– C0
×
1,05
2
------------------------
1,5 C0
×
1,05
4
-------------------
-
+ +
=
VAN15 % C0
–
0,1
– C0
×
1,15
2
------------------------
1,5 C0
×
1,15
4
-------------------
-
+ +
=
0 C0
–
0,1
– C0
×
1 x
+
( )
2
------------------------
1,5 C0
×
1 x
+
( )
4
-------------------
-
+ +
=
≈ 3 × 1017
%.
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En  multipliant les deux membres de cette équation par ,
nous obtenons :
En posant y = (1 + x)2
on retrouve une équation du second degré,
dont la seule solution positive est :
≈ 1,1758 → x ≈ 8,43 %
3. Cet investissement offre un TRI de 8,43 % qui peut sembler attractif.
Toutefois, l’intégralité des gains repose sur la réalisation du dernier
cash-flow de 150 % du montant investi à horizon 4 ans. L’investisse-
ment comporte donc un risque élevé de ne pas tenir ses promesses.
Exercice 3 : exigence de rentabilité
1. En retenant une exigence de rentabilité minimum de 4 %, la valeur
actuelle du projet est :
≈ 5,98
Vous ne paierez donc pas plus de 5,98 m$ pour ce projet.
2. Il s’agit du taux d’actualisation x qui rend la valeur actuelle de ce
projet nulle, alias TRI :
À l’aide d’un solveur d’équation ou d’une feuille de calcul, on
trouve : x = 11,13 %.
Exercice 4* : obligation perpétuelle, dividendes
et valeur d’une action
1. La valeur actuelle d’un projet versant un flux annuel constant C à
perpétuité est :
1 x
+
( )
4
C0
------------------
-
–
1 x
+
( )
4
0,1 × 1 x
+
( )
2
1,5 0
=
–
+
y
0,1
– 0,1
2
4 1,5
×
+
+
2
-------------------------------------------------------
=
VA4 % 10
–
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1,04
0,5
---------------
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–
20
1,04
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2,25
-----------------
-
+ +
=
0 10
–
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1 x
+
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0,5
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-
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1 x
+
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1 x
+
( )
2,25
------------------------
+ +
–
=
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C
1 r
+
( )
i
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-
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=
+ ∞
∑
C
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+
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1
1
1
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+
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-
–
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-
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r
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(On rappelle en effet que pour tout réel q tel que |q| < 1.
)
Avec C = 5 et C0 = 100, le calcul du TRI donne :
→ r* = 5 %
2. Une action est un titre versant des dividendes chaque année. Si le
dividende aujourd’hui est de 3 €, et si les dividendes futurs augmen-
tent régulièrement de 1,5 % par an, alors on a le tableau de flux :
Avec un taux d’actualisation de 4 %, la valeur actuelle est :
=
=
= 124,8 €
Exercice 5 : rentabilité et inflation
a) Tableau de flux hors-inflation correspondant à cet investissement
immobilier :
Tableau 2.5
Année 0 1 2 … i …
Flux (€) + 3 + 3,045 + 3,091 … 3 × (1 + 1,5 %)i
…
q
i
i 0
=
+ ∞
∑
1
1 q
–
-----------
=
100
–
5
r
--
-
+ 0
=
VA 3
3 1,015
i
×
1,04
i
-----------------------
-
i 1
=
+ ∞
∑
+
=
3
1,015
1,04
------------
-
 
 
i
i 0
=
+ ∞
∑
×
3
1
1
1,015
1,04
------------
-
–
---------------------
-
×
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Le  TRI est la solution r* de l’équation :
En posant x = et en remarquant que ,
nous avons :
En divisant les deux membres par (1 − x240
) et en réarrangeant les
termes, nous obtenons :
→ x = ≈ 0,9965 → r* ≈ 4,32 %
b)En tenant compte d’un taux d’inflation de 2,5 % par an, l’équation
du TRI devient :
En posant , nous retrouvons l’équation de la
question a), dont la solution est R* ≈ 4,32 %. En conséquence le TRI
est : r* = (1 + 4,32 %) × (1 + 2,5 %) − 1 ≈ 6,93 %, ce qui est approxi-
mativement égal au TRI hors-inflation augmenté de 2,5 %.
Tableau 2.6
t (années) 0 1/12 … 239/12 20
Flux (€) – 425 000 1 500 … 1 500 426 500
425 000
–
1 500
1 r
+
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i
12
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-
--------------------
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i 1
=
240
∑
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1 r
+
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-
+ + 0
=
1
1 r
+
----------
-
 
 
1
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-
x
i
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=
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∑ x
1 x
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–
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–
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–
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Exercice 6 : effet d’annonce
1. Calcul du PER 2007 :
= 7,5
Autrement dit l’action M vaut 7,5 fois les bénéfices 2007.
2. Valeur de l’action M. pour un investisseur dont l’exigence de renta-
bilité est de 10 % par an :
= 134,22
Cette valeur est en dessous du cours de 150 € : l’investisseur ne
souhaitera pas investir dans M.
3. Exigence de rentabilité du marché vis-à-vis de la société M. :
À l’aide d’un solveur ou d’une feuille de calcul, on trouve : r* = 5 %.
4. Calcul de la valeur de M. en tenant compte de l’annonce et de
l’exigence de rentabilité du marché :
Le prix de l’action devrait augmenter de 2,14 €.
PER2007
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2
---------
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1,1
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---------
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1,1
4
---------
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+ + + +
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-
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+
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2
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+
( )
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+
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-
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+
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5
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-
+ + + + + 0
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-
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2
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3
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CH A P  I T R E 3
Obligations
Rappels théoriques
Marchés financiers
Titres et portefeuilles
Un titre financier (financial security) est un contrat où les parties
échangent des flux financiers. Les aspects juridiques n’étant pas le sujet
de ce livre, nous nous bornerons à la dernière partie de cette définition :
« flux financiers. »
Exemples
• Une action est un titre financier dont les flux correspondent aux dividen-
des, versés habituellement chaque année.
• Un emprunt à taux fixe est un titre financier dont les flux correspondent
au paiement des intérêts et au remboursement du capital.
Un portefeuille de titres (security portfolio) est une combinaison
de n titres financiers. Le flux d’un portefeuille à un instant t est égal à la
somme des flux des titres à cet instant, pondérée par leurs quantités :
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Valeur  et prix
La valeur d’un titre financier est un montant, positif ou négatif, qui
résume l’enrichissement ou l’appauvrissement anticipé du détenteur du
titre, sur la base des flux futurs. Il existe plusieurs méthodes de valorisa-
tion donnant des valeurs différentes à un même titre. Lorsque ces flux
sont certains, la méthode de valorisation standard est celle de la valeur
actuelle vue au chapitre 2.
Exemple
Dans l’exemple précédent, la « valeur brute » du portefeuille P est
3 250 000 ¥ (somme de tous les flux). Sa valeur actuelle est 3 195 765 ¥
avec un taux d’actualisation de 1 %, et 3 041 790 ¥ avec un taux de 4 %.
Le prix d’un titre financier est un montant convenu entre deux
parties en échange du titre. Le plus souvent, c’est l’acheteur du titre qui
verse le montant, mais il arrive que le vendeur doive payer l’acheteur
pour que celui-ci accepte de reprendre un titre causant des pertes. Il est
important de noter que l’acheteur et le vendeur ne sont pas nécessaire-
ment d’accord sur « la » valeur du titre et que, même dans cette hypo-
thèse, rien ne les contraint à fixer un prix égal à la valeur.
Exemple
La gérante du portefeuille P pense que sa valeur est 3 195 765 ¥ (valeur
actuelle avec un taux d’actualisation de 1 %). Cependant, tous les ache-
teurs potentiels pensent que la valeur de P est 3 041 790 ¥ (valeur actuelle
avec un taux de 4 %). Pressée de vendre le portefeuille, la gérante le
propose aux enchères. La meilleure offre de rachat est 3 000 000 ¥. La
gérante accepte l’offre et le montant de 3 000 000 ¥ devient à cet instant le
prix de P.
Tableau 3.1 – Portefeuille P de 10 000 titres A et 5 000 titres B
Titre Quantité Temps (années) t =
=
=
= 1 t =
=
=
= 2
A 10 000 Cash flows A (¥) 100 200
B 5 000 Cash flows B (¥) – 50
Portefeuille P 1 Cash flows P (¥) 1 000 000 2 250 000
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Pour  simplifier, la valeur relève du virtuel tandis que le prix relève du
réel. Il faut savoir cependant que les professionnels ont largement
tendance à ignorer cette distinction et à utiliser les deux termes indiffé-
remment. Nous nous sommes efforcés de la respecter tout au long de ce
livre.
Marchés financiers
Un marché financier est un lieu physique ou virtuel où l’on achète et
vend des titres financiers. Les opérateurs de marché sont le plus souvent
autorisés à vendre à découvert (short sell) des titres qu’ils ne possèdent
pas1
. Ceci permet aux différents opérateurs de faire à tout instant des
paris à la hausse ou à la baisse, de sorte que la loi de l’offre et de la
demande est vérifiée à chaque instant. Il est important de noter que
vendre un titre à découvert équivaut à s’engager à en verser les cash
flows à l’acquéreur.
Exemple
À la suite d’un communiqué de presse de la société Bust Inc., l’opérateur V
pense que le prix de l’action Bust va baisser mais n’en détient aucune. Un
acheteur potentiel A propose un prix 5 % moins élevé que la dernière tran-
saction enregistrée. V décide de vendre à découvert des actions à A. Deux
mois plus tard, Bust Inc. verse un dividende de 20 centimes par action à ses
actionnaires. V étant à découvert, il doit verser ce montant à A.
Arbitrage
Un marché financier présente une opportunité d’arbitrage (arbitrage
opportunity) lorsqu’on peut mettre en œuvre une stratégie d’achat et
de vente de différents titres qui ne coûte rien et rapporte des gains stric-
tement positifs et certains (aujourd’hui ou à une date future.)
1. En pratique, un opérateur de marché qui a un découvert de 1 000 titres doit les réem-
prunter au jour le jour auprès d’un autre opérateur de marché, jusqu’à ce qu’il les ait
intégralement rachetés. Cet emprunt a un coût reflété par un taux d’emprunt-place-
ment d’autant plus bas que le titre est rare.
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Exemple
Sur  un marché coexistent au même prix de 99 € un titre CHER versant
100 € dans 6 mois et un titre CHEAP versant 110 € dans six mois. Un
investisseur peut alors s’enrichir indéfiniment en mettant en œuvre la stra-
tégie d’arbitrage suivante (consistant à vendre ce qui est cher et acheter ce
qui n’est pas cher) :
Malheureusement, en finance comme dans la « vie réelle », les
arbres ne montent pas au ciel, et les opportunités d’arbitrage sont
extrêmement rares. C’est pourquoi la théorie financière fait systéma-
tiquement l’hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage sur les
marchés financiers. En tout état de cause, une opportunité d’arbitrage
ne peut exister sur un marché que pendant un laps de temps très
court : si nous supposons que CHEAP et CHER coexistent au même
prix, tous les investisseurs achèteraient CHEAP et vendraient CHER,
de sorte que le prix de CHER baisserait tandis que celui de CHEAP
augmenterait, jusqu’à ce que l’écart de prix ne permette plus d’arbi-
trage.
L’hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage permet d’effectuer
des raisonnements par arbitrage, équivalents financiers des raisonne-
ments par l’absurde en mathématiques.
Prix d’un portefeuille
La distinction entre valeur et prix s’applique aux portefeuilles de titres.
Toutefois, sous l’hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage et de
Tableau 3.2
Cash flows
Opération Aujourd’hui Dans 6 mois
Vente de CHER + 99 € – 100 €
Achat de CHEAP – 99 € + 110 €
Total 0 (coût nul)
+ 10 € (gain positif
et certain)
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liquidité  infinie1
, le prix de non-arbitrage d’un portefeuille de titres est
égal à la somme des prix des titres, pondérée par les quantités. Ce principe
élémentaire est parfois appelé « loi du prix unique » (law of one price).
Exemple
Considérons un portefeuille P de deux titres A et B de prix unitaires
respectifs 100 € et 50 €, dont les cash flows sont décrits dans le tableau 3.3.
Le prix de non-arbitrage de P est alors de 250 €, comme le prouve le raison-
nement par arbitrage ci-dessous.
– Supposons en effet que P ait un prix X > 250 sur le marché. Tout inves-
tisseur peut alors réaliser un arbitrage en vendant P à découvert au prix X et
en achetant deux unités de A et une unité de B au prix de 250 €, réalisant
ainsi un profit X – 250 > 0 aujourd’hui sans aucun coût futur :
1. Un titre est dit « liquide » lorsqu’on peut l’acheter ou le vendre en grandes quantités
sans influencer son prix. Dans cet ouvrage, on fera toujours l’hypothèse que la liqui-
dité des titres est infinie, autrement dit qu’on peut les acheter et vendre en n’importe
quelle quantité.
Tableau 3.3
Titre Quantité
Prix
unitaire
(€)
Temps
(années)
t =
=
=
= 1 t =
=
=
= 2
A 2 100 Cash flows A (€) 10 110
B 1 50 Cash flows B (€) 30 30
Portefeuille P 1
250 (non-
arbitrage)
Cash flows P (€) 50 250
Tableau 3.4
Opération t =
=
=
= 0 t =
=
=
= 1 t =
=
=
= 2
Vente de P + X – 50 – 250
Achat de 2 A – 200 + 20 + 220
Achat de B – 50 + 30 + 30
Total X – 250 > 0 0 0
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–  Inversement, si l’on suppose que P a un prix X < 250 sur le marché, tout
investisseur peut réaliser un arbitrage en renversant les opérations et signes
du tableau précédent.
– En l’absence d’opportunité d’arbitrage, le prix de P doit donc être de
250 €, soit la somme pondérée des prix de A et B.
Obligations
Obligations du Trésor
Une obligation (bond) est un titre financier correspondant à un
emprunt. Dès que l’on parle d’emprunt, se pose la question du
remboursement. Ainsi, M. Smith préférera toujours prêter son argent à
l’État plutôt qu’à sa tante Claudine qui a 85 ans et une mauvaise toux.
Dans l’hypothèse malheureuse du décès de Claudine (en langage tech-
nique, on dit plus poliment que l’emprunteur « fait défaut »),
M. Smith n’a aucune garantie d’être remboursé ; et même si l’État peut
également faire défaut, la probabilité d’un tel événement est incompa-
rablement moins élevée.
Nous ne considérerons dans ce livre que les obligations émises par
l’État (le Trésor), et supposerons que leur risque de défaut est nul.
Nous pouvons ainsi nous limiter aux trois caractéristiques quantitatives
d’une obligation classique :
• le montant nominal N (par amount, principal amount ou parfois
nominal amount) : la somme empruntée ;
• la date d’échéance ou de maturité T (maturity date) : date à
laquelle le nominal sera remboursé ;
• les coupons Ct1
, Ct2
, ..., CT : montants versés par l’emprunteur aux
dates t1, t2, …, T, correspondant à des intérêts sur le nominal.
Les coupons sont le plus souvent identiques et exprimés en pourcen-
tage du montant nominal. Lorsque le montant nominal est omis, celui-
ci est conventionnellement fixé à 100.
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Zéro-coupon
Une  obligation à coupon zéro (zero-coupon bond), ou encore un
zéro-coupon, est une obligation qui ne verse pas de coupon : seul le
nominal est reversé à échéance. Typiquement, les obligations émises à
court terme (de maturité initiale inférieure ou égale à un an) sont à
coupon zéro.
Marchés obligataires
Les obligations sont échangées sur les marchés obligataires. À la date
d’émission, le titre est vendu par l’État aux enchères sur le marché
primaire, à un prix généralement proche de son nominal N. Une fois
émis, le titre est échangé en permanence sur le marché secondaire, à
un prix qui fluctue. À chaque date de coupon (généralement la date
anniversaire de l’émission), celui-ci est « détaché » et les détenteurs
reçoivent de l’émetteur le montant convenu. Enfin, à la date
d’échéance, les détenteurs rendent le titre à l’émetteur en échange du
remboursement du nominal N.
Rendement obligataire
L’analyse financière des obligations se résume essentiellement à deux
problèmes :
• comparer la rentabilité de deux obligations dont on connaît les prix
(analyse de la valeur relative) ;
Tableau 3.5 – Tableau
de cash flow
pour le détenteur
d’une obligation
Tableau 3.6 – Exemple
au 1er
janvier 2008 : BTAN 3 %
12 janvier 2011
Temps t1 t2 … T Date 12-01-08 12-01-09 12-01-10 12-01-11
Cash
flow
Ct1
Ct2
… N + CT
Flux
(€)
+ 3 + 3 + 3 + 103
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•  valoriser une obligation dont on ne connaît pas le prix (analyse de la
valeur absolue).
L’approche classique, encore très utilisée dans la pratique, repose sur
le concept de rendement.
Taux de rendement (yield)
Connaissant le prix P d’une obligation, on peut calculer son taux de
rentabilité interne (cf. chapitre 2), appelé taux actuariel ou taux de
rendement (yield to maturity ou simplement yield) dans le langage
obligataire. Le taux de rendement y d’une obligation est la solution de
l’équation :
On remarquera que si le taux y monte, le prix P doit baisser :
« quand les taux montent, les prix baissent. »
Exemple
Sur le marché obligataire européen, une obligation de coupon annuel 5 %
et maturité 5 ans a un prix de 99 €, tandis qu’une obligation de coupon
annuel 3 % et maturité 3 ans a un prix de 95 €. Bien que l’obligation à
5 ans soit plus onéreuse, son taux de rendement de 5,23 % est supérieur à
celui de l’obligation à 3 ans, dont le rendement est de 4,83 %. On vérifie
en effet :
et :
Courbe de rendement (yield curve)
Les investisseurs obligataires préfèrent généralement les maturités cour-
tes. Principalement deux raisons peuvent être avancées :
P
Ct1
1 y
+
( )
t1
-------------------
Ct2
1 y
+
( )
t2
------------------- …
N CT
+
1 y
+
( )
T
------------------
-
+ + +
=
5
1,0523
---------------
-
5
1,0523
2
------------------
5
1,0523
3
------------------
5
1,0523
4
------------------
105
1,0523
5
------------------ 99
=
+ + + +
3
1,0483
---------------
-
3
1,0483
2
------------------
103
1,0483
3
------------------ 95
=
+ +
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•  le moindre risque de taux : le taux de rendement annuel y ne reflète
exactement l’enrichissement de l’investisseur que si (a) l’investisseur
peut réinvestir chaque coupon détaché au même taux y, et (b) l’inves-
tisseur conserve l’obligation jusqu’à son échéance. Pour que ces
conditions soient réunies, il faudrait que la banque centrale ne
change pas son taux d’intérêt et l’inflation reste maîtrisée, auquel cas
les taux de rendement des différentes obligations resteraient stables
au cours du temps. Or, nous savons que la banque centrale change
son taux d’intérêt en fonction de l’évolution de l’économie. En
conséquence les prix et taux de rendement des obligations fluctuent
et un investisseur préfère habituellement avoir des obligations de
maturité courte dans son portefeuille pour éviter d’être paralysé à
long terme avec, par exemple, un rendement de 4 % lorsque le taux
d’intérêt à court terme est soudainement de 8 % ;
• le moindre risque de défaut : bien que les obligations du Trésor
aient un risque de défaut négligeable, ce risque est néanmoins plus
élevé pour les maturités longues (par exemple 30 ans) que pour les
maturités courtes.
Inversement, les émetteurs ont habituellement une préférence pour
les maturités longues, qui leur permettent d’étaler leur endettement
dans le temps. La divergence entre la demande (les investisseurs) et
l’offre (les émetteurs) se traduit par des rendements généralement plus
faibles à court terme qu’à moyen et long termes. La courbe de rende-
ment (yield curve) en fonction de la maturité, également appelée
courbe des taux par termes (interest rate term structure), a donc
typiquement une forme croissante.
En pratique, il y a trois grands cas de figure correspondant à l’allure
de la courbe de rendement :
• courbe plate (flat curve) : y ≡ r (où r est une constante.) Il s’agit en
fait d’un cas théorique où tous les taux sont supposés identiques
quelle que soit la maturité ;
• courbe croissante (upward sloping curve) : c’est le cas le plus
courant, plus l’échéance est lointaine, plus les risques sont élevés et
plus l’exigence de rendement du marché est importante ;
• courbe décroissante (downward sloping curve) : on observe ce
phénomène lorsque le marché anticipe une baisse des taux à l’ave-
nir.
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Valorisation  approchée
Connaissant la courbe de rendement, on peut avoir une idée de la
valeur approchée d’une obligation de nominal N, maturité T et
coupons Ct1
, Ct2
, …, CT, dont on ne connaît pas le prix. Pour ce faire :
• interpoler linéairement les taux de rendement y1, y2 des deux obliga-
tions dont les maturités T1 < T < T2 encadrent celle de l’obligation à
valoriser :
• calculer la valeur actuelle des flux avec le taux interpolé :
Figure 3.1 – Courbe de rendement des obligations
du Trésor italien au 30 avril 2007
Source : Bloomberg Finance L.P.
© 2007 Bloomberg Finance L.P. All rights reserved. Reprinted with permission.
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Exemple
Sur  le marché obligataire européen, une obligation de coupon annuel 5 %
et de maturité 5 ans a un taux de rendement de 5,23 %, tandis qu’une obli-
gation de coupon annuel 3 % et maturité 3 ans a un rendement de 4,83 %.
Le taux de rendement interpolé à 4 ans est :
et la valeur approchée d’une obligation de maturité 4 ans et de coupon
annuel 7 % est :
€
Courbe de taux zéro, prix de non-arbitrage
Les limites du taux de rendement
Le concept de taux de rendement n’a qu’un mérite : celui d’induire les
investisseurs crédules à penser que l’analyse obligataire est une affaire
simple. Avec l’exemple ci-dessous, nous allons voir que la réalité est plus
complexe.
Considérons deux obligations fictives A et B émises par le Trésor
américain, de maturité 2 ans, et de même nominal 1 000 $ ; l’obliga-
tion A verse un coupon de 100 $ chaque année, tandis que l’obligation
ỹ
4,83 % 5,23 %
+
2
---------------------------------------
- 5,03 %
= =
Ṽ
7
1,0503
---------------
-
7
1,0503
( )
2
-----------------------
7
1,0503
( )
3
-----------------------
107
1,0503
( )
4
----------------------- 106,98
≈
+ + +
=
5,4
5,23
4,83
2,75
2
3
4
5
6
1 an 3 ans 5 ans 7 ans
5,03
4 ans
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B  verse un seul coupon de 1 000 $ au bout de la première année. Le
tableau de cash flow de ces obligations est :
Supposons que le prix de l’obligation A soit de 1 000 $ et celui de
l’obligation B soit de 1 735 $. Laquelle doit-on conseiller d’acheter ?
L’analyse classique nous dit de calculer et comparer les taux de rende-
ment. Cependant le calcul donne : yA = yB = 10 %, autrement dit les
deux obligations ont le même rendement. Cela signifie-t-il pour autant
que nous devons être indifférents à l’achat de l’une ou l’autre
obligation ?
Pour nous aider à répondre à cette question, supposons de plus
qu’un investisseur mieux informé a connaissance de l’obligation C de
maturité 1 an, nominal 100 $, coupon zéro et prix 92 $. Pendant que
les investisseurs crédules pèsent le pour et le contre entre les obligations
A et B, cet investisseur mieux informé s’enrichit indéfiniment grâce à la
stratégie d’arbitrage suivante (tableau 3.8).
Tableau 3.7
t 1 2
A 100 1 100
B 1 000 1 000
Tableau 3.8
Cash flows
Opération t =
=
=
= 0 t =
=
=
= 1 t =
=
=
= 2
Acheter B – 1 735 + 1 000 + 1 000
Vendre 10/11e
A + 909,09 – 90,91 – 1 000
Vendre 9 C + 828 – 900 –
Total +
+
+
+ 2,09 +
+
+
+ 9,09 –
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Cet  exemple montre pourquoi l’analyse obligataire est plus complexe
qu’un simple calcul de taux de rendement. En réponse, les techniques
modernes se fondent sur l’absence d’opportunité d’arbitrage et définis-
sent le concept de taux zéro.
Courbe de taux zéro
La courbe de taux zéro (zero-rate curve) est la version sans arbitrage
de la courbe de rendement. Sur les marchés obligataires matures, tels
qu’en France ou aux États-Unis, la courbe de taux zéro s’observe direc-
tement grâce à un nombre suffisant de zéro-coupons cotés quotidienne-
ment. Sur les autres marchés, la courbe de taux zéro se déduit des prix
d’obligations classiques par le calcul, selon la méthode d’inférence que
nous introduisons plus loin.
Le taux zéro à échéance T correspond au taux de rendement d’un
zéro-coupon à échéance T :
où N est le nominal et p(T) est le prix du zéro-coupon.
Exemples
• Le taux zéro à 4 ans correspondant à un zéro-coupon de prix 90 est1
:
• Sur le marché obligataire italien, la courbe de taux zéro est observable
directement (figure 3.2).
1. Rappelons que, lorsque le nominal n’est pas précisé, celui-ci est conventionnellement
fixé à 100.
z T
( )
N
p T
( )
----------
-
 
 
1
T
---
1
–
=
z 4
( )
100
90
--------
-
 
 
1/4
1 2,67 %
≈
–
=
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Prix  de non-arbitrage
Connaissant la courbe de taux zéro z(t), nous pouvons déterminer le
prix de non-arbitrage P d’une obligation de nominal N, maturité T et
coupons Ct1
, Ct2
, …, CT :
Exemple
Sur un marché obligataire européen, les taux zéro de un à cinq ans sont de
3,20 %, 3,50 %, 3,64 %, 3,77 % et 3,79 % respectivement. Le prix de
non-arbitrage d’une obligation de maturité 5 ans et coupon 5 % sur ce
marché est alors :
€
Source : Bloomberg Finance L.P.
© 2007 Bloomberg Finance L.P. All rights reserved. Reprinted with permission.
Figure 3.2 – Courbe de taux zéro du Trésor italien
au 30 avril 2007
P
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Cette  formule généralise la formule de la valeur actuelle vue au chapi-
tre 2 et peut s’appliquer à tout titre financier versant une série de n cash
flows certains (Ft) aux échéances futures t1, t2, …, tn :
La preuve repose sur une simple décomposition des cash flows en un
portefeuille de zéro-coupons (cf. exercice 9).
Calcul des taux zéro par inférence
La courbe de taux zéro peut se déduire des prix des obligations dans
l’hypothèse où il y a absence d’opportunité d’arbitrage. Il suffit pour
cela de résoudre un système linéaire, à condition que toutes les dates de
flux coïncident1
. Nous illustrons par un exemple cette méthode de
calcul dite « par inférence » (bootstrapping).
Considérons trois obligations A, B, C de tableau de flux
(tableau 3.9).
1. Dans la pratique, des titres différents sont utilisés pour déterminer la courbe de taux
zéro et les dates de leurs cash flows coïncident rarement. On a communément recours à
une interpolation linéaire entre deux dates proches pour résoudre ce problème.
Tableau 3.9
Obligation Prix à t =
=
=
= 0 Flux à t =
=
=
= 1 Flux à t =
=
=
= 2 Flux à t =
=
=
= 3
A 111,41 10 110 –
B 102,82 5 5 105
C 88,90 – – 100
P
Fti
1 z ti
( )
+
( )
ti
--------------------------
-
i 1
=
n
∑
=
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On  cherche à déterminer les taux zéro z(1), z(2), z(3) vérifiant :
En notant xi = on obtient un système linéaire familier :
10x1 + 110x2 = 111,41
5x1 + 5x2 + 105x3 = 102,82
+ + 100x3 = 188,90
dont la solution est :
x1 = 0,9704
x2 = 0,9246
x3 = 0,8890
D’où les taux zéros :
Il est utile de remarquer que x1, x2, x3, appelés facteurs d’actualisa-
tion (discount factors), sont les prix des zéro-coupons de nominal 1 et
d’échéances 1, 2 et 3 ans, respectivement.
{
10
1 z 1
( )
+
-------------------
-
110
1 z 2
( )
+
( )
2
--------------------------
- 111,41
=
+
5
1 z 1
( )
+
-------------------
-
5
1 z 2
( )
+
( )
2
--------------------------
-
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1 z 3
( )
+
( )
3
--------------------------
- 102,82
=
+ +
100
1 z 3
( )
+
( )
3
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- 88,90
=
1
1 z i
( )
+
( )
i
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-
{
{
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=
–
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Exercices
Exercice  1 : rendement
Déterminez le rendement annuel ou annualisé des obligations
suivantes :
a) Obligation A – maturité : 30 ans, coupon annuel : 5 %, prix : 100 €.
b)Obligation B – maturité : 2 ans, coupon annuel : 6 %, prix : 106 £.
c) Obligation C – maturité : 1 an, zéro coupon, prix : 95 $.
d)Obligation D – maturité : 13 ans, nominal : 1 000 $, coupon semi-
annuel : 50 $, prix : 1 000 $.
Exercice 2 : courbe de rendement
Interprétez la courbe de rendement suivante :
Exercice 3 : taux de rendement et taux de coupon
« Au 1er
janvier 2008, le taux de rendement à 3 ans est de 4 %. Je peux
choisir entre une obligation d’échéance 15 novembre 2010 ayant un taux
rendement y
échéance T
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de  coupon de 3 %, et une obligation d’échéance 15 février 2011 ayant un
taux de coupon de 4,5 %. Je dois acheter la seconde, car son taux de coupon
est supérieur au rendement de marché de 4 %. » Commentez.
Exercice 4 : valorisation approchée
Nous sommes le 21 avril 2005. En utilisant la courbe de rendement ci-
dessous, estimez la valeur d’une obligation de coupon 5 % à échéance
15 août 2022. Le prochain coupon est détaché dans 116 jours puis
annuellement pour les 17 coupons suivants (tableau 3.10).
Exercice 5 : arbitrage
Sur le marché obligataire britannique, on peut acheter et vendre :
• un zéro-coupon A de nominal 100 £, maturité 1 an, prix 90 £ ;
• une obligation B de nominal 1 000 £, maturité 2 ans, coupons
annuels 50 £, prix 945 £ ;
• une obligation C de nominal 1 000 £, maturité 2 ans, coupons
annuels 10 %, prix 990 £.
Tableau 3.10
Maturité Rendement (%)
14-07-05
13-10-05
31-03-06
31-03-07
15-02-08
15-05-09
15-04-10
15-02-11
15-02-12
15-02-13
15-02-14
15-02-15
15-02-20
15-02-25
15-02-31
2,8989
3,1287
3,3274
3,5647
3,697
3,8451
3,9303
4,0035
4,0852
4,1647
4,25
4,2744
4,5957
4,7015
4,6083
 


	64. CHAP. 3 OBLIGATIONS
51
©
Dunod
–
La
photocopie
non
autorisée
est
un
délit
Pouvez-vous  déterminer une stratégie d’arbitrage qui ne vous coûte rien
aujourd’hui et rapporte une somme strictement positive dans deux ans ?
Exercice 6 : effet des dividendes sur le prix
Tankai Corp. est une société dans le secteur des hautes technologies,
dont l’action cote actuellement 10 000 ¥ à la bourse de Tokyo. Pour la
première fois depuis la création de Tankai Corp., l’assemblée générale
des actionnaires vient de voter le versement d’un dividende de 400 ¥
par action. Le dividende sera versé à tous les détenteurs de l’action à la
clôture du marché, qui aura lieu dans 5 minutes. Pouvez-vous prévoir
le prochain prix d’ouverture ? Choisissez l’une des réponses suivantes et
justifiez votre choix :
a) hausse de 4 % ;
b)baisse de 4 % ;
c) inchangé ;
d)la réaction du marché est imprévisible.
Exercice 7 : prix de non-arbitrage
Nous sommes le 15 mai 2007. À l’aide de la courbe de taux zéro ci-
dessous (tableau 3.11), calculez le prix de non-arbitrage d’une obliga-
tion de nominal 500 €, de maturité 10 ans et de coupon annuel 6 %.
Tableau 3.11
Maturité Taux zéro (%)
15-05-08
15-05-09
15-05-10
15-05-11
15-05-12
15-05-13
15-05-14
15-05-15
15-05-16
15-05-17
15-05-20
15-05-25
15-05-30
3,20
3,50
3,64
3,77
3,79
3,97
4,12
4,26
4,36
4,42
4,76
4,80
4,76
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Exercice  8 : courbe de taux zéro
Sur un marché, on peut acheter et vendre :
• un zéro-coupon A de maturité 1 an au prix de 97 € ;
• une obligation B de maturité 2 ans versant un coupon annuel fixe, de
rendement 4 %, au prix de 100 € ;
• une obligation C de maturité 3 ans et de coupon 4 % au prix de
95 €.
Déterminez les taux zéro à 1, 2 et 3 ans.
Exercice 9*1
: formule du prix de non-arbitrage1
Soit A un titre financier versant trois flux annuels F1, F2, F3, et soient
X, Y, Z les zéros-coupons à un, deux et trois ans respectivement, de
nominal 1 et de prix respectifs PX, PY, PZ.
1. Montrez que le prix de non-arbitrage de A est :
P = PXF1 + PYF2 + PZF3
2. Retrouvez la formule du prix de non-arbitrage p. 47.
Problème 1 – Sensibilité-prix, convexité
Il est recommandé d’utiliser une feuille de calcul pour résoudre ce problème,
et d’effectuer tous les calculs jusqu’à la troisième décimale.
Aux États-Unis, la courbe des taux zéro a la forme suivante
(tableau 3.12).
1. L’astérisque désigne les exercices de difficulté supérieure, correspondant aux démons-
trations et concepts avancés.
Tableau 3.12
Maturité
(années)
1 2 3 4 5 6 7
Taux zéro 7,5 % 8 % 8,25 % 8,25 % 8 % 8 % 7,75 %
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On  considère les trois obligations de nominal 100 $ suivantes
(tableau 3.13) :
1. Déterminez le prix de non-arbitrage de chaque obligation.
2. La sensibilité-prix (DV01 : dollar value of one basis point) d’une obli-
gation est la différence de prix observée lorsque les taux augmentent
tous de 1 point de base (soit 0,01 %). Calculez la sensibilité-prix de
chaque obligation.
3. Calculez le prix de chaque obligation dans chacun des scénarios
suivants :
a) une augmentation des taux de 10 points de base (+ 0,10 %) ;
b)une augmentation des taux de 100 points de base (+ 1 %).
4. Comparez vos résultats précédents à :
a) 10 fois la sensibilité-prix ;
b)100 fois la sensibilité-prix.
La sensibilité-prix est-elle un bon indicateur du risque de taux auquel
sont exposées les obligations ?
5. *En supposant que la courbe des taux z est « plate », et en utilisant un
développement limité du second ordre par rapport à z, identifiez un
indicateur secondaire du risque de taux d’une obligation.
Problème 2 – Courbe de taux et anticipations
La courbe des taux de la zone euro à court terme a la forme suivante
(tableau 3.14).
Tableau 3.13
Obligation Maturité Coupon annuel
X 4 8 %
Y 7 9 %
Z 5 –
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Le  taux de référence de la Banque Centrale Européenne (BCE) est
actuellement de 2,75 %. En résumé, c’est à ce taux que, chaque
semaine, les principales banques privées peuvent emprunter du capital
à la BCE sur une période de deux semaines.
Le Conseil des gouverneurs de la BCE se réunira dans deux semaines
et fixera éventuellement un nouveau taux R.
1. D’après la courbe des taux et sans sophistication de calcul, pensez-
vous que le marché anticipe :
a) une baisse du taux de référence de 25 points de base (i.e. R = 2,5 %) ?
b)aucun changement (i.e. R = 2,75 %) ?
c) une hausse de 25 points de base (i.e. R = 3 %) ?
d)une hausse de 50 points de base (i.e. R = 3,25 %) ?
e) un autre scénario ? (Précisez)
2. La banque Lezard Brothers a un besoin de trésorerie de 100 m € à
couvrir sur le mois. Déterminez deux façons différentes de couvrir ce
besoin et le coût d’emprunt de chaque méthode. L’une de vos expres-
sions fera intervenir le taux R.
3. Déduisez des résultats de la question précédente le taux anticipé par
le marché. Ce taux est-il cohérent avec votre réponse à la question 1 ?
4. L’agence de presse Fadeberg News vient de publier un sondage mené
auprès des économistes des 30 principales banques privées de la zone
Euro. Les résultats de ce sondage sont résumés ci-dessous (tableau 3.15) :
Tableau 3.14
Maturité 1 jour 1 semaine 2 semaines 1 mois 2 mois
Taux zéro 2,78 % 2,77 % 2,75 % 2,92 % 3,08 %
Tableau 3.15
Scénario Nombre de réponses
Baisse de 25 points de base 0
Taux inchangé 3
Hausse de 25 points de base 21
Hausse de 50 points de base 6
R*
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Suite  à ce sondage, Bernard Bull, trader chez Lezard Brothers, pense
que le taux de 2,92 % à un mois est surévalué et vous propose (vous, le
patron du trading chez Lezard Brothers) d’engager la banque dans la
stratégie suivante :
– placer 100 m€ à 2,92 % sur un mois ;
– emprunter 100 m€ à 2,75 % pendant 2 semaines ;
– dans 2 semaines, emprunter à nouveau 100 m€ au taux R pendant
2 semaines.
a) Bernard vous présente sa stratégie comme une « super opportunité
d’arbitrage. » Qu’en pensez-vous ?
b)Déterminez, dans chacun des scénarios envisagés dans le sondage, les
pertes ou les profits de cette stratégie.
c) Donnez-vous votre feu vert à Bernard ? Il n’y a pas de réponse unique
à cette question.
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Solutions  des exercices
Exercice 1 : rendement
a) 5 % (le rendement d’une obligation de prix 100 est toujours égal au
taux de coupon).
b)2,87 %.
Le taux de rendement est la solution de l’équation :
En posant , on obtient l’équation du second degré :
106x2
+ 6x – 106 = 0
D’où :
c) .
d)10,25 % (le prix de l’obligation D est égal au nominal, son rende-
ment est donc égal au taux de coupon, soit 5 % par semestre, ce qui
équivaut à (1 + 5 %)2
– 1 = 10,25 % par an).
Exercice 2 : courbe de rendement
Cette courbe est un cas intermédiaire entre le cas croissant et le cas
décroissant. Ce type de courbe apparaît lorsque le marché anticipe une
baisse des taux à partir d’une certaine date future, mais pas dans
l’immédiat.
y*
– 106
6
1 y
+
----------
-
106
1 y
+
( )
2
------------------ 0
=
+ +
x
1
1 y
+
----------
-
=
x
6
– 6
2
4 106
2
×
+
±
2 106
×
------------------------------------------------ x* 0,9721 y* 2,87 %
≈
→
≈
→
=
z 1
( )
100
95
--------
- 1 5,26 %
≈
–
=
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Exercice  3 : taux de rendement et taux de coupon
Ce raisonnement confond taux de coupon et taux de rendement. Le taux
de coupon est fixé définitivement à l’émission de l’obligation. Le taux de
rendement est déterminé en fonction du prix de l’obligation, lequel fluc-
tue jusqu’à maturité ; il correspond au taux de coupon d’une obligation
qui serait émise aujourd’hui à un prix de 100. Seul le taux de rendement
permet de décider approximativement si une obligation est « bon
marché » ou non, car il tient compte à la fois du prix et du taux de coupon.
Dans cet exemple, le taux de rendement à 3 ans est de 4 %. Les deux
obligations considérées (15 novembre 2010 et 15 février 2011) ayant
une maturité très proche de 3 ans, leur rendement sera normalement
très proche de 4 %, indépendamment de leur taux de coupon. On ne
peut cependant rien conclure sans connaître le taux de rendement exact
de chaque obligation.
Exercice 4 : valorisation approchée
Le taux de rendement des obligations dont la maturité est la plus
proche du 15 août 2022 sont :
Le 15 août 2022 étant équidistant de ces deux dates de maturité, le
taux interpolé est simplement la moyenne des taux de rendement
respectifs :
La valeur approchée de l’obligation est donc :
Tableau 3.16
Maturité Rendement (%)
15-02-20
15-02-25
4,5957
4,7015
ỹ
4,5957 % 4,7015 %
+
2
---------------------------------------------------
- 4,65 %
≈
=
Ṽ =
5
1,0465
116
360
--------
-
----------------------
- 5
1,0465
1
116
360
--------
-
+
-----------------------------
- …
105
1,0465
17
116
360
--------
-
+
-------------------------------- 107,48
≈
+ + +
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Exercice  5 : arbitrage
Exemple de stratégie d’arbitrage ne coûtant rien aujourd’hui et rappor-
tant une somme strictement positive dans deux ans :
Exercice 6 : effet des dividendes sur le prix
Le marché doit réagir par une baisse du cours de Tankai Corp. de 400 ¥
soit 4 %, sous peine d’arbitrage. En effet, supposons que le prochain
prix d’ouverture S soit au-dessus de 9 600 ¥ ; on peut alors suivre la stra-
tégie d’arbitrage suivante :
Dans le cas où S < 9 600 ¥ il est également possible d’effectuer un
arbitrage en renversant les opérations et les signes des cash-flows.
Tableau 3.17
Obligation Prix Flux à t =
=
=
= 1 Flux à t =
=
=
= 2
A 90 100 –
B 945 50 1 050
C 990 100 1 100
Acheter 2 C, vendre 2 B et 1 A 0 0 100 > 0
Tableau 3.18
Opération Cash flow
Acheter l’action juste avant la clôture du marché – 10 000 ¥
Percevoir le dividende + 400 ¥
Vendre l’action dès l’ouverture du marché le lendemain + S
Solde des opérations S – 9 600 ¥ > 0
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Exercice  7 : prix de non-arbitrage
Prix de non-arbitrage de l’obligation :
€
Exercice 8 : courbe de taux zéro
On veut déterminer z(1), z(2), z(3) tels que :
L’approche classique consiste à introduire la notation
pour retrouver un système linéaire familier. Toute-
fois, il est ici possible de résoudre chaque équation l’une après l’autre :
Exercice 9* : formule du prix de non-arbitrage
1. Le titre A peut manifestement être décomposé en un portefeuille des
trois zéro-coupons X, Y, Z en quantités F1, F2, F3 respectivement.
P
30
1,032
------------
-
30
1,035
2
---------------
- …
530
1,0442
10
--------------------
- 567
≈
+ + +
=
{
100
1 z 1
( )
+
-------------------
- 97
=
4
1 z 1
( )
+
-------------------
-
104
1 z 2
( )
+
( )
2
--------------------------
- 100
=
+
4
1 z 1
( )
+
-------------------
-
4
1 z 2
( )
+
( )
2
--------------------------
-
104
1 z 3
( )
+
( )
3
--------------------------
- 95
=
+ +
xi
1
1 z i
( )
+
( )
i
------------------------
-
=
{
100
1 z 1
( )
+
-------------------
- 97 z 1
( ) 3,09 %
=
→
=
4
1 3,09 %
+
-------------------------
-
104
1 z 2
( )
+
( )
2
---------------------------
- 100 z 2
( ) 4,02 %
=
→
=
+
4
1 3,09 %
+
-------------------------
-
4
1 4,02 %
+
( )
2
---------------------------------
104
1 z 3
( )
+
( )
3
--------------------------
- 95 z 3
( ) 5,96 %
=
→
=
+ +
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Sous  l’hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage et de liquidité
infinie, le prix de non-arbitrage de ce portefeuille est :
P = PX F1 + PY F2 + PZ F3
2. En notant z(1), z(2), z(3) les taux zéro à un, deux et trois ans respec-
tivement, nous pouvons réécrire le prix de non-arbitrage de A de la
manière suivante :
Il s’agit de la formule de la page 47 dans le cas où n = 3.
Problème 1 – Sensibilité-prix, convexité
1. Prix de non-arbitrage de chaque obligation :
2. Sensibilités-prix DV01X, DV01Y, DV01Z de chaque obligation :
P
F1
1 z 1
( )
+
( )
------------------------
F2
1 z 2
( )
+
( )
2
--------------------------
-
F3
1 z 3
( )
+
( )
3
--------------------------
-
F1
1 z t
( )
+
( )
t
------------------------
-
t 1
=
3
∑
=
+ +
=
PX
8
1,075
------------
-
8
1,08
2
------------
-
8
1,0825
3
------------------
-
108
1,0825
4
------------------
-
+ 99,260
=
+ +
=
PY
9
1,075
------------
-
9
1,08
2
------------
-
9
1,0825
3
------------------
-
9
1,0825
4
------------------
-
9
1,08
5
------------
-
9
1,08
6
------------
-
+ + + + +
=
+
109
1,0775
7
------------------
- 106,175
=
PZ
100
1,08
5
------------
- 68,058
= =
DV01X
8
1,0751
---------------
-
8
1,0801
2
------------------
-
8
1,0826
3
------------------
-
108
1,0826
4
------------------
- 99,260
–
+ + +
=
= 99,227 99,260 – 0,033
=
–
DV01Y
9
1,0751
---------------
-
9
1,0801
2
------------------
- …
109
1,0776
7
------------------
- 106,175
–
+ + +
=
= 106,120 106,175 0,055
–
=
–
DV01Z
100
1,0801
5
------------------
- 68,058 68,027 68,058 0,031
–
=
–
=
–
=
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3.  Prix des obligations dans chacun des scénarios :
a) PX baisse de 32,7 cents (de 99,260 $ à 98,933 $).
PY baisse de 54,4 cents (de 106,175 $ à 105,631 $).
PZ baisse de 31,4 cents (de 68,058 $ à 67,744 $).
b)PX baisse de 3,206 $ (de 99,260 $ à 96,054 $).
PY baisse de 5,277 $ (de 106,175 $ à 100,90 $).
PZ baisse de 3,065 $ (de 68,058 $ à 64,993 $).
4. Comparaison des variations de prix précédentes :
a) à 10 fois la sensibilité-prix :
b)à 100 fois la sensibilité-prix :
La sensibilité-prix multipliée par le nombre de points de base de varia-
tion de taux est une bonne approximation de la variation de prix d’une
obligation dans le cas d’un faible mouvement de taux. Cette approxi-
mation est cependant moins bonne lorsque le mouvement de taux est
important, et l’on peut remarquer que dans ce cas la variation de prix
est moindre que celle prévue par la sensibilité-prix.
Tableau 3.19
Obligation DV01 × 10 Variation de prix Différence
X – 0,33 – 0,327 – 0,003
Y – 0,55 – 0,544 – 0,006
Z – 0,31 – 0,314 + 0,004
Tableau 3.20
Obligation DV01 × 100 Variation de prix Différence
X – 3,3 – 3,206 – 0,094
Y – 5,5 – 5,277 – 0,223
Z – 3,1 – 3,065 – 0,035
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5*.Un  développement limité d’ordre 2 du prix P d’une obligation par
rapport à z donne :
Avec δ = 0,01 %, on a :
Comme 0,01 % est très proche de 0, le terme du second degré est
négligeable et on a : , i.e. :
Nous pouvons donc réécrire le développement limité de la manière
suivante :
Par exemple, pour δ = 1 %, on a :
Cette équation permet de mieux comprendre l’observation empiri-
que de la question précédente : la DV01 n’est une bonne approxima-
tion de la variation de prix que lorsque le mouvement de taux est faible.
Lorsque le mouvement est fort, le terme de second degré entre en jeu.
Dans le jargon obligataire, ce terme est appelé convexité et constitue
un indicateur secondaire de sensibilité d’une obligation au risque de
taux.
(2)
δ→0
P z δ
+
( ) P z
( ) δ
∂P
∂z
-----
- z
( )
1
2
--
-δ
2∂
2
P
∂z
2
--------
- z
( )
+
+
≈
DV01 z
( ) P z 0,01 %
+
( ) P z
( ) 0,01 %
∂P
∂z
-----
- z
( )
×
≈
–
=
+
1
2
--
- 0,01 %
( )
2 ∂
2
P
∂z
2
--------
- z
( )
×
DV01 z
( ) 0,01 %
∂P
∂z
-----
- z
( )
×
≈
∂P
∂z
-----
- z
( ) DV01 z
( ) 10 000
×
=
(2)
δ→0
P z δ
+
( ) P z
( ) 10 000 δ DV01 z
( )
×
1
2
--
-δ
2∂
2
P
∂z
2
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- z
( )
+
×
≈
–
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+
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( ) 100 DV01 z
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1
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-
∂
2
P
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2
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+
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Problème  2 – Courbe des taux et anticipations
1. Il est tentant de considérer que, puisque le taux à échéance
2 semaines est de 2,75 %, et que celui à 1 mois est de 2,92 %, le
marché anticipe une hausse de 2,92 % – 2,75 % = 0,18 % entre
2 semaines et 1 mois. Il y aurait donc une majorité de participants
en faveur d’une hausse de 25 points de base.
Ce raisonnement est faux car il ne tient pas compte du fait que le
taux de 2,92 % couvre également la première période de 2 semaines.
Ainsi, si la BCE n’augmentait ses taux que de 25 points de base, un
investisseur pourrait s’enrichir en plaçant à 2,92 % sur un mois financé
par un emprunt à 2,75 % sur les deux premières semaines (gain de
+ 0,17 %) puis à 3 % sur les deux suivantes (perte de – 0,08 % seule-
ment).
Si le marché favorisait le scénario d’une hausse limitée à 25 points
de base seulement, de nombreux investisseurs seraient séduits par la
stratégie précédente, la demande pour les placements à un mois
augmenterait ce qui ferait baisser le taux de 2,92 % à un niveau moins
attractif. L’énoncé du problème ne mentionnant pas de tendance de
marché, nous devons conclure que le taux de 2,92 % est un point
d’équilibre impliquant un scénario de hausse entre 25 et 50 points de
base.
2.
• 1re
méthode : Lezard Brothers emprunte 100 m€ sur 1 mois à
2,92 %. Le coût de l’emprunt est :
€
• 2e
méthode : Lezard Brothers emprunte 100 m€ sur 2 semaines à
2,75 % et reporte cet emprunt avec intérêts sur les 2 semaines
suivantes au taux R, quel qu’il soit. Le coût de l’emprunt par cette
méthode est :
100 000 000 1 2,92 %
+
( )
1
12
-----
-
100 000 000 240 136,21
=
–
×
100 000 000 1 2,72 %
+
( )
1
24
-----
-
1 R
+
( )
1
24
-----
-
100 000 000
–
×
×
= 100 113 100,02 1 R
+
( )
1
24
-----
-
100 000 000
–
×
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3.  Les deux méthodes identifiées précédemment répondent au besoin
de trésorerie de 100 m€ de Lezard Brothers. Le taux R* rendant
indifférent au coût de l’une ou l’autre méthode est :
Ce taux, qui est entièrement déterminé par les données du marché
obligataire, s’interprète communément comme l’anticipation moyenne
qu’ont les investisseurs du taux qui sera décidé par la BCE dans
2 semaines. Autrement dit, le marché anticipe une hausse entre 25 et
50 points de base, ce qui est différent de la réponse « naïve » à la
question 1.
4. a) Notons tout d’abord que l’analyse de Bernard n’est pas rigou-
reuse car son besoin d’emprunt dans deux semaines sera de
€ au lieu de
100 m€. Le tableau de flux de la stratégie de Bernard est
précisément :
Tableau 3.21
Opération Aujourd’hui Dans 2 semaines Dans 1 mois
Placer 100 m€
à 2,92 % sur
un mois
– 100 m € – + 100 240 136,21 €
Emprunter
100 m€
à 2,75 % pendant
2 semaines
+ 100 m € – 100 113 100,02 € –
Dans 2 semaines,
emprunter
100 113 100,02 €
au taux R pendant
les 2 semaines
suivantes
– +100 113 100,02 €
Total 0 0
+ 100 240 136,21
R*
100 240 136,21
100 113 100,02
------------------------------------
-
 
 
24
1 3,09 %
≈
–
=
100 000 000 1 2,75 %
+
( )
1
24
-----
-
100 113 100,02
=
×
– 100 113 100,02 1 R
+
( )
1
24
-----
-
×
– 100 113 100,02 1 R
+
( )
1
24
-----
-
×
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Pour  que la stratégie de Bernard soit un arbitrage au sens strict, il faut
qu’elle n’ait jamais aucun coût et produise un bénéfice certain. Or, il est
clair que le signe du cash flow dans 1 mois dépend de la variable incer-
taine R. La stratégie de Bernard comporte donc des risques qui doivent
être analysés.
b)Pertes ou profits engendrés dans chacun des scénarios :
La stratégie de Bernard produit un faible profit de 3 659,26 € dans le
scénario de consensus (hausse de 25 points de base), mais présente un
risque de perte deux fois plus importante de 6 466,16 € dans le cas
d’une hausse de 50 points de base.
c) Pour savoir si le jeu en vaut la chandelle, on peut par exemple calcu-
ler l’espérance de gain en utilisant les résultats du sondage
(tableau 3.23) :
Espérance = 2 649,07 €.
D’après ce calcul, il est tentant de mettre en œuvre la stratégie de
Bernard. Nous pouvons cependant objecter que l’ordre de grandeur des
pertes ou profits (milliers d’euros) de cette stratégie est sans mesure avec
celle des sommes employées (centaines de millions d’euros). Pour géné-
rer des profits conséquents, il faudrait multiplier les montants par un
facteur élevé, par exemple 100 fois. Un tel effet de levier multiplierait
également les risques de pertes, ce qui peut poser problème.
Tableau 3.22
Scénario a) – 25 bp b) inchangé c) + 25 bp d) + 50 bp
Profit/Perte + 23 980,93 € + 13 808,25 € + 3 659,26 € – 6 466,16 €
Tableau 3.23
Scénario a) – 25 bp b) inchangé c) + 25 bp d) + 50 bp
Profit/Perte + 23 980,93 € + 13 808,25 € + 3 659,26 € – 6 466,16 €
Fréquence 0 % 10 % 70 % 20 %
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CH A P  I T R E 4
Produits dérivés
Rappels théoriques
Introduction
Un produit dérivé (derivative security) est un titre dont la valeur
dépend de celle d’un autre titre, appelé actif sous-jacent (underlying
asset)1
.
Exemple
Un contrat d’achat de 1 000 onces d’or dans un mois, à un prix fixé à
l’avance de 450 $ l’once, est un produit dérivé dont l’actif sous-jacent est
l’once d’or. En effet, si le prix de l’or monte depuis son niveau actuel de
400 $ et dépasse les 500 $ dans un mois, l’acheteur aura fait une bonne
affaire (il achète à 450 $ un actif valant 500 $ sur le marché). Ainsi la valeur
de ce contrat augmente avec le prix de l’actif sous-jacent (et inversement
diminue si le prix baisse).
1. D’un point de vue technique tout objet ayant une valeur marchande est un actif finan-
cier, ce qui couvre aussi bien les titres (actions, obligations…) que les actifs matériels
(bien immobiliers…) ou immatériels (marque, propriété intellectuelle…). Cependant,
le terme « actif » étant communément utilisé en finance comme synonyme de « titre »,
nous emploierons ces deux termes indifféremment dans cet ouvrage.
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